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PREMIÈRE THÈSE. 



LES 



ÉQUATIONS LINÉAIRES 

ET LEURS APPLICATIONS. 



INTRODUCTION. 

Lorsqu'on a à résoudre un système de n équations linéaires à 
n inconnues, on met en général la solution sous la forme d'un 
quotient de deux déterminants. 

Au point de vue arithmétique, au point de vue de l'évaluation 
numérique des solutions, cette forme est suffisante; mais il n'en 
est pas de même, à notre avis, au point de vue littéral, au point 
de vue des applications algébriques, et cela parce que les termes 
tout connus ne sont pas nettement séparés des coefficients des 
inconnues. 

Lorsque les inconnues et les équations sont rangées dans un 
ordre déterminé, ce qui a lieu en général dans les systèmes algé- 
briques, on peut éliminer d'abord la première inconnue entre les 
deux premières équations, puis les deux premières inconnues 
entre les trois premières équations,. . • , les p premières incon- 
nues entre les (/> -f- i) premières équations. . . , et ainsi de suite. 

On obtient ainsi un système qui peut remplacer le système 
proposé et dont la solution est susceptible d'un grand nombre 
d'applications. 

Le travail qui suit a pour objet la démonstration de cette solu- 
tion fondamentale et l'exposition de quelques-unes des applications 
que l'on peut en faire. 

A. i 
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2 A. AURIC. 

Ces applications font l'objet de huit Chapitres : 

I. Dans ce Chapitre, nous exposons quelques propriétés des 
déterminants qu'on peut déduire du théorème fondamental. 

IL Ce Chapitre est consacré à la division des polynômes et 
à la loi de formation du quotient/ On en déduit certaines iden- 
tités algébriques, qu'il serait difficile de démontrer directement. 

III. Dans ce Chapitre, nous étudions une classe spéciale de 
fonctions symétriques des racines d'une équation algébrique 
entière. 

IV. Nous exposons dans ce Chapitre une généralisation du 
procédé indiqué par Bernoulli pour obtenir la racine de module 
maximum d'une équation algébrique entière. 

V. Ce Chapitre est consacré à l'établissement des relations qui 
existent entre les coefficients d'une équation algébrique entière, 
entre les sommes des puissances semblables des racines de cette 
équation et entre les fonctions symétriques dont l'étude fait l'objet 
du Chapitre III. 

VI. Dans ce Chapitre, nous donnons le développement le plus 
général d'une fonction en série ordonnée suivant les puissances 
croissantes d'une autre fonction, et nous en déduisons, comme cas 
particuliers, les développements de Paoli, deTaylor, de Wronski, 
d'Euler, de Bernoulli, de Bùrmann et de Lagrange. 

VU. Nous établissons dans ce Chapitre les formules de trans- 
formation d'une série en fraction continue par une voie directe ; 
nous exposons une méthode de calcul des coefficients de ce nou- 
veau développement et nous appliquons les formules trouvées à 
quelques séries simples [L(i -f- #), e r , arc tang#, . . . ]. 

VIII. Enfin nous donnons les solutions complètes des équa- 
tions différentielles linéaires à coefficients constants, et nous ter- 
minons en disant quelques mots sur les méthodes d'approximation 
proposées par Wronski. 

On se rend compte par cet exposé que ces applications, bien 
qu'incomplètes, sont assez nombreuses et diverses pour justifier 
l'appellation de fondamentale donnée à la solution qui nous a 
servi de point de départ. 
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THÉORÈME FONDAMENTAL. 



Considérons un système de n équations linéaires à n inconnues 

(i) aj = ^3*! -+- afrx t -+- . . . -h cty.x n 

dans lequel l'indice inférieur jjl peut prendre les n valeurs 

\l = (1, 2, 3,..., n). 

Nous allons déterminer Tune quelconque des inconnues x p , par 
exemple. 

Considérons seulement les q premières inconnues et les q pre- 
mières équations du syslème (1), ce qui suppose que ces inconnues 
et ces équations sont rangées dans un ordre déterminé. 

Appelons D£ le déterminant obtenu dans cette hypothèse, D' le 
déterminant obtenu en remplaçant dansD| les éléments de la der- 
nière colonne ajj par les éléments correspondants a^. 

Nous aurons, d'après les propriétés bien connues des détermi- 
nants, en éliminant les q — 1 premières inconnues, 

Dj = D*x q -h DJ +1 x q +i -+-...-+- D,>„. 
Nous poserons 

£| = 0£, d'où e»=., 

Uf I 

ce qui suppose que Dj n'est pas nul, et en donnant à q les 
n — p -f- 1 valeurs 

nous obtenons le système 

e° = *, + op 1 *>« + K +t *p+i -+-... -h e; x n , 



•: = ». 



A 



4 A. AURIC 

La résolution du système (2) nous donne 

(3) *,= 2 (-o^c 1 ^* •••«&«, 

\ki pouvant prendre les valeurs 

les indices 

étant les indices exclusifs 

pris dans un ordre déterminé et et le nombre de transpositions 
qu'il faut faire pour passer de la suite 

K> H-i» H-îî • • •» H«-p 

à la suite 

Pi JD-1-1» J5 + 2, • • ., «. 

Il nous faut donc déterminer la suite des indices pi. 
Posons 

alors p/ pourra prendre les valeurs 

p/= (o, 1, a, ..., i) 

et la formule (3) deviendra, en donnant à [x la valeur p -h A*, 

(4) *„ =2 e ^*2(- , ) v e?îî-p, rçîï-p. • • • tt-p- P , 

avec les conditions 



(5) , „ % 

d ou 



pi -f- Pî •+-... -H pn-p = A:, 

P + i — ?i9*P+J — ?j, 



i-pt^J-Pji 
qui sont la conséquence de ce fait que 
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sont les indices exclusifs 

P> />-+->! />-*-», . . ., n. 
Ceci posé, soient v nombres différents de zéro, 

Àf , ÀJ, • • • 7 Ày 

satisfaisant à l'équation 

Xj -r Xj H- . . . -+- X v = k. 

Considérons la suite 

Pi» pi» ••■» p/i— /» 

dans laquelle les p différents de zéro forment une suite identique 
à celle des X. 

Si 

il faut nécessairement que 
car sinon on aurait 

/-Py = (./-M-P y _>, 

et la deuxième condition (5) ne serait plus remplie. 

Cette remarque définit la position relative des p différents 
de zéro. 

En outre, on a nécessairement 

Px, = *i» 
car px t _i ne peut prendre que les valeurs 

Px t _f = (°> i, a, ... Xj — 0, 

et si Ton avait 

Px,+/ = x «> 

p,* étant nul par hypothèse, puisque px t+ i serait le premier p dif- 
férent de zéro, on aurait 

(Xi-t-0 — PX.-W = l * - P' 

et la deuxième condition (5) ne serait plus remplie. 
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La suite des p est donc la suivante : 

oo, . . . , oXjOo, .. . ,oX 2 oo, ... , oX v ooo, . . . ,o, 
X/ étant précédé de (X/ — i) zéros. 
Il en résulte que la suite 

est la suivante : 

p ■+■ le, p-hi y p-*- 2,. . ., /j-hXj — i,p,p-h Xi -+- 2,. . ., /?-+- X t H- Xj— - 1, 

/? -h Xi, p -+- Xt -h Xj -4- i , p -+- X, -f- X, -+- 2 7 . . . , 

p -+- Xi -+- Xi ■+■ . . . -+- X v — i , /> -f- X| -+- X 2 -+- . . . -+- X v _i , 

p -+- Xi -f-Xj-h . .. -+- \ y -\- i, />-f- X£ -4- Xj-h . . . -h X v -h a, ... n. 

On se rend facilement compte que le nombre xs des transpo- 
sitions est égal à v, puisqu'on passe d'une suite à l'autre en opérant 
v transpositions successives 

(/> H- *,/>), (p+kip-trli), (p-+-k, /7-hXj-hX,), ..., 
(/> h- k, p H- X t h- Xj -h . . . -h X v _i) ; 

on obtient donc finalement 

(6) * p = 2 e ^2(- i ) v8 r >, ^^--- e ^x v , 

k = 

avec la condition 

Xi -+- Xj -f- ...-+- Xv = a 1 . 

Posons, pour abréger, 

(7) Tp*= 2 (-o^^ôpx;^. - .e££-x v , 

avec 

À| -+- À } -h • • . -4- Ày = A . 

La formule (6) devient 

(8') x p = ^ e *** T F*> 

relation tout à fait comparable, ainsi que nous allons encore 
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mieux le montrer, à la première équation du système (a) qu'on 
peut écrire 



k=.n — i 



(a') ^=2 **+**P*' 



kz=0 



La formule (8'), dans laquelle on fait successivement 

p = (p,p -+- 1,7? -+-a, . .., /i ), 
donne naissance au système suivant 

^/i+i — "p+i ■+■ TJh-i "p+ï ■+"••■■+* Tp +1 6 rt , 

(8) {*^m= e» + ,-H...+ T» +t 6», 

• • • y 

Xn = "«• 

Ce système est, "sauf les notations, identique au système (2); on 
peut donc lui appliquer la formule (6), et il vient 

(6 ') e»= 2 ^2<- , ) vT ^ T $;^--- T £*-^ 

* = 

avec 

En comparant cette relation avec la relation (2'), on trouve 

(/) 0£+*= 2<~ V TÇ +Xl T$; + \ . . T#U V 

avec 

Xi-i-X s + . ..-hX= Â-, 

car 9° est formé avec les éléments des p premières équations, et, en 
faisant abstraction des n — p équations suivantes, l'élimination 
des p premières inconnues doit conduire à des résultats iden- 
tiques. 

Les formules (7) et (7') montrent que les symboles 



sont réciproques. 



6g + * et T£+* 
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En remplaçant dans la relation (2') x p +k par sa valeur tirée de 
la relation (8 ; ), on a 

k=.n — p i = #t — p — k 

4=0 i = 

Dans cette relation 8®, 8£ +A+l - ont une valeur arbitraire; cette rela- 
tion est donc une identité et l'on a, en particulier, en annulant le 
coefficient de 6° • dans le second membre, 

k=j 

(9) 2ep*T5tf = o U**)- 

. * = 

Cette relation développée s'écrit 

En particulier, pour y = 1, on a 

(9') TJ^ + 0J +1 = q. 

De même, en remplaçant dans la relation (8') 6° k par sa valeur 
tirée de l'équation (2'), on a 

k=n—p i—n — p — k 

x p = ^\ TJJ 4 " >^ Xp+k-hi Vp+k • 

A = j = 

Comme précédemment, cette relation est une identité et l'on a, 
en particulier, en annulant le coefficient de x p +j dans le second 
membre, 

(9*) 2 T ^* e ^ = ° 0'*o). 

k = 

Cette relation développée s r écrit 

Pour 7"= 1, on retrouve la relation ci-dessus. 
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Lorsque le nombre des inconnues et des équations n augmente 
indéfiniment : 

Si les inconnues et les équations sont rangées dans un ordre 
déterminé ; 

Si aucun des déterminants de la suite infinie 

D*. D£l, D£î, ... 
n'est nul; 

Si la suite des valeurs obtenues poura:^ par la formule (8'), en 
prenant successivement les 

premières inconnues et équations, converge vers une valeur bien 
déterminée : 

On peut dire que cette valeur limite est la solution x p de ce 
système infini. 



APPLICATIONS. 



I. — Digression sur les déterminants. 

Dans le système (i) résolu précédemment, considérons plus 
particulièrement les inconnues 

X p f Xp+qy 

nous aurons, par l'application de la formule (8'), 

k = n — p 

*p= 2 ° 2+ * T?+ *' 

k = n — p — tf 

x p+q — ^\ Vp+q+fc * p+q 
k = 

Considérons maintenant un système d'équations linéaires iden- 
A. 2 
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tique au système (i), mais dans lequel on aurait donné à l'in- 
connue x p le rang (p -f- q) et à l'inconnue x p + q le rang/?. 
Appelons 

<*')*♦*, (T')£** 

les symboles obtenus dans cette hypothèse; on aura 

k — n—p 
* = 



k=n—p—q 



*p= 2 < e 'w*< T '>. 



p+q+k 
p+q y 



* = 



et, en égalant les deux expressions de x P) x pArq , on obtient deux 
relations très générales entre les symboles 9, T, V, T'. 

En particulier, si 

P = w — i, ? =ii 
on trouve 

*/.-i = er 1 -h60T»_ 1 =(e')S, 

et comme nous avons [formule (9')] 
il vient 

(10) «i-i-eMS-i =<*'»• 



Nous allons développer cette relation (10). 
Considérons le déterminant D° +l avec la même notation que 
précédemment et appelons 

ou plus simplement 

D(aj) 

le mineur obtenu par abstraction de la ligne j et de la colonne i. 
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On aura alors 



1 1 



AO _ 
u »-1 — 



D(a»-'a»J{) 



6° 



dus;,) 

h(aKl) 
D(a»;}) 



-' D(a»a»î}) *">•- D(a3ïJ) 

La relation (10) devient donc, en chassant les dénominateurs, 



(•i) 



DCar 1 «SÎD D(a» +I ) = - t>(a»ï\) D(a» a'îj ). 



En remarquant que 
on peut donner à la relation (i i) la forme équivalente 



(ii») 



D«;îa») D(aJUla»") 
D(a» +l ) D(aSîl) 



= D(a»;})D(a»a»î}) ) 



relation qui sera utilisée au Chapitre VII. 



En amenant une inconnue quelconque Xi au rang n — i, on 
obtiendrait la relation 

( ' a) î — D(«i + .)D(«S«ai) |.-(....3,...,»-o. 



On a, en outre, les identités 



(12') 



-D(aJ aïîl)D(«» +1 ) 
D(«r , «Sfi)I>(aBl) 



-D(«» +1 )D(a»a»îl), 
-D(aSH)D(aSaJKl). 



• 

D'ailleurs, par définition, 



j=»+i 



| = /I-Hl 



2 «i+iD(a£aj» +l )==-- 2 ««+t D(««-n«!5 ) 



D(«S) 






i=l 



(13) / '2 ai +1 D(aia»:!)=- 2 a " +l D ( a »+t«S +1 ) = ~ D(aJ +l ) > iV " 



#=i 

i=/t-M 



i-=l 



2 «LiD(«i +l ) =D. 



i=i 
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En multipliant les équations (12), (12') par les coefficients 



a 



1 



«+1 » "-/i+i » 



a 






et en les ajoutant, il viendra, par l'application des relations (i3), 



(M) 



D(aS)D«î})-f-D(ar 1 )I>(aî + i)=-D.D(aSaJîl), 



que Ton peut écrire 



(i4') 



D(aJ) D(a*") 
D(aS +i ) D(aSt|) 



= D.D(aJa«îl). 



Sous cette dernière forme, on reconnaît une propriété connue 
des déterminants mineurs du déterminant réciproque. 



Comme application de la formule (10), nous allons calculer 
l'expression 



Bi+« = 



ai a\ 
a t a\ 



a n a* 



«-1 /»«+' 



a x a} 



• • • • 



a n a\ 



a'[ * a 



1 



a ;-* a ; +/ 



• • • * * • 



a»"* a«+' 



aî-*a"-i 



••••■••• 






que nous rencontrerons dans la suite. 
Cette expression peut aussi s'écrire 



K+ l 



a\ a\a\ 
a t a\a\ 

m • m • • ■ • 

a n a\a\ 



a,\ a\a\ 
a % a\a\ 



a n a\a\ 



a 



a 



n-t 



n-t 



a 



n-t 



a 



n-t 



a 



a 



n-t 



n-t 



a 



n+i 



aj +l 



1 a 



»+* 



i a 



n-\ 



\ a 



1 a 



/1-1 



«-1 

n 



— 1 
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avec cette notation, on a 



i3 



OJ 



— B' +l 



AO — . 



a x a\a\ 
a%a\a\ 



a n-% a n+i 



<Z\alV x 



a,\a\a\ 
a t a\a\ 



a}"* 



• • • • • 



ÔJ-i = (— \) n - % a x a t . . .a„_i, 



a n-i 



= (__ l )«~* a| a,.>.a,,- 1 Bjt 1 1 , 



(•'» = 



ai afa} 
a t a|a| 

a n a\a\ 



a 



»-J/T«-l /ï«-+-' 1 



1 



a'i l a 



î 



»-l •»«-! at«-+' 



a'.' - * a 



a 



■ • • • 






• • • • ■ 



n-i „»+/ 



a'A x a 



n 



a x a\a\ 
a t a\a\ 

• m m • • • • 



a n&l a n 



a 



n-\ 



a 



a 



»-i 






= (— ï)*~ ! «i «i • • • <*« B£. 



La formule (10) devient donc 

(_ ij/t-taja, . . . a n -x B£\ — (— i)*-«a, a, . . a rt _, Bj+i 
= (— i)»aja, ...a„Bi 

ou bien 

(15) B^sB^ + a.Bj^. 

sous cette forme, on reconnaît que 8j { est égal à la fonction symé- 
trique 



05') 



Bi=2aï.aT....«T. f 



Y m Y 2 > • • •> Y* étant des exposants positifs ou nuls satisfaisant à la 
relation 

YH-Yi-*-----*- Y*= *. 

En effet, on a bien 

2 «r «!■••• «ï" =* 2 «ï i «ï* ■ • • *ïr? -h ««2 a ï* a ï* • • • a i n - 



i+i 



i+i 
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Comme seconde application, nous allons considérer le déter- 
minant 

«i a» a s a n I 

A«i Aaj A1Z3 

A*a 1 A*aj A'aj 



D» = 



A / »~ 1 a 1 A^-ïflj A^-^j 



Aa n 
A' a* 



A"" 1 ** 



dans lequel les symboles A, A 2 , . .., A**"* représentent des diffé- 
rences successives. 

Considérons le mineur D"(a^), obtenu par abstraction de la 
colonne X et de la ligne n> et cherchons à déterminer la diffé- 
rence première de ce mineur. 

En augmentant chaque élément de sa différence première et en 
développant le déterminant ainsi obtenu, on aura une somme de 
déterminants qui seront nuls s'il existe deux lignes identiques. 

Le développement se réduira donc à la somme de n détermi- 
nants correspondant aux combinaisons de n — i indices exclusifs 



o, I, 2, 



n — i. 



En d'autres termes, on aura 

DS(a£)-4-ADS(«î) = DS(a}) 



DS(«Î) +..--»- DJ(«i) 



et, par suite, 

(16) AD5(a£) = DS(aî)H-D8(a}) 



--DS(aïi-,) 



Considérons maintenant la relation ( 1 4 ), que nous écrirons 
D»(4) D»(ajl) 



DS(«i) DS(«S) 



= DSDJ(a*aîS) = DSDSzl(a*). 



Faisons dans cette égalité successivement 

ji = (i,a, ...,71 — 2, n — i), 

il viendra, en tenant compte de la relation (iô), 



ADS(ai) AD2(a2) 
DS(«i) Dï(a«) 



= D3[DSH (aLi ) + A Dgr} (ai., )], 
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D'après la formule connue 

v 
utiv — pAa = u(u-h Au) A- y 

on a x 

' DS(aS)[DJ(aS) + ADS(aS)]A5|i^ 

u n,\ u n) 

= D5[Dn (ai_, ) + A D,ri («i-i )]• 

Si l'on fait 

\ = n — i, 

en remarquant que 

DjJ(.a») =DJU1, 

DSz' 1 («;r})=D»zî ) 

DS(«r') =DS_„ 
il vient 

1 7; DtJ Dfci-t-ADSzI *>3-l 

Si les éléments de la dernière colonne, au lieu d'être 

a ni Aa„, A*a„, ..., A»-*a n , 

avaient été 

a/, Aa/, A» a/, .»., A»- 1 a/, 

on aurait obtenu de la même façon 

/,y\ ^i* __ ^n-j ^ au n-t » u n-\ 

« 

d'où, en divisant membre à membre (17') et (17) et en posant, 
comme nous avons fait précédemment, 

Dj, 
il vient 

(.8) at-^i. 

relations que nous utiliserons dans la suite. 

II. — Division de deux polynômes. 
Soit comme dividende le polynôme 

€*0 "+" a \ & 4- <*f -F* -H . • • » 
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comme diviseur 

I -+■ b t X -h b%X*-{-. . . 

et comme quotient 

C -t- Ci X ■+- C t X l -+- . . . . 

On a identiquement 
a -t- aix-+-a t x* + . . .= (i ■+■ b x x -\- &,a?*-t-. . .)(c -f- c^x +■ c t x*-±-. ..) 

et, par suite, le système d'égalités 

a = c , 
a 4 = b\CQ-\- Ci, 
( f 9a) v a t = 6 s c -»- ^îCiH- ci, 



dp = 6 ^ Co H- bp-i C\ -+- ... -h b\ Cp-i «+- c^,. 

Ce système, lu de bas en haut, est identique au système (a) si 
Ton pose 

on a donc [formule (6)] 

k= P 

(19) c P =2 a ""*2 ( "" i)v6Xi 6v • ■ 6>v 

avec 

Àj •+• Àj -+- . . • -4- Àv = À". 



En particulier, si le dividende se réduit à l'unité 

a =i, a/=o (i>o), 

il vient pour les coefficients $ p du quotient 

(ao) Pp = 2(-i) v ^X,6x,...^ ¥ 

avec 

XiH-Xj -+-... -+- X v = p. 

D'après ce que nous avons dit plus haut, les symboles (Î et 6 
sont réciproques, et l'on a 

(20') ^ = 2(-i) v Px 1 px,...Px > 
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r 

avec 

X! ■+- X 2 -h . . . -+- X v = Pi 

ce qui était évident, a priori, puisque rien ne distingue le divi- 
seur du quotient. 

Avec la relation (20), la relation (19) s'écrit 

* = ,> 
(19) c p = 2 a i»-*P*- 



Supposons que parmi les indices 

Àj, Àj, . . . , Ay 

il s'en trouve 

p t égaux à 1, 

?2 » 2, 



on aura les conditions 

pl-H pj-f-...-h P/i=V, 
pl-H*Pî-*-. ••-*-/>?*> = />. 

Le coefficient du terme 

b\*b%...b*r 

dans la formule (20) sera évidemment égal au nombre des per- 
mutations que Ton peut faire avec v indices dont 



Pi 


sont égaux à 


I, 


?1 


» 


a, 


?p 


» 


P> 




|Vll 


• 



c'est-à-dire à 

La formule (20) devient donc 

avec les conditions énoncées plus haut. 

■» 

•ap^* ^ p » Il 

A. ■ . 3 



i8 



A. AURIC. 



Nous rappellerons le procédé indiqué par Hindenburg pour la 
résolution en nombres entiers positifs de l'équation indéterminée 

X | H- Xj -f- . . . -+■ X v = p. 

« On écrira sur une ligne l'unité v — i fois de suite, et en der- 
nier lieu le nombre/? — v-4-1, ce qui forme la première solution. 
Parcourant ensuite les nombres qui forment cette combinaison, 
de même que ceux des combinaisons suivantes de la droite à la 
gauche, on s'arrêtera dans chacune à celui qui se trouve inférieur 
de deux unités au moins au dernier nombre sur la droite; on 
augmentera d'une unité le nombre auquel on se sera arrêté, et, 
conservant tous ceux qui se trouvent à sa gauche, on remplacera 
par ce même nombre ainsi augmenté d'un tous ceux qui sont à 
sa droite, excepté le dernier, à la place duquel il faudra chaque 
fois mettre le complément des autres, c'est-à-dire ce qu'il faut 
ajouter à leur somme pour trouver le nombre p. En observant 
cette règle, on passera avec facilité d'une combinaison à l'autre; 
la dernière sera celle à laquelle la règle ne pourra plus être appli- 
quée. » 



Exemple : 



p — m. 



V — D. 





1 


1 


(> 




1 


2 


*> 




1 


3 


4 




% 


1 


•'» 




?. 


3 


3 


a 


'?. 


'X 


3 


'2 


•2 


'i 


v> 



Revenons aux applications de la formule (20) 



i + Ci-r-T-rj^-r..., 



avec 



Xi -*- À j H- . . . -+- X v — p. 
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Supposons que le dénominateur soit égal à 



x x* x* 

e* — n 1 1- 



1 1 . •>. 1 . -x . 3 
d'où 

on aura 

1 x x* x 2 

-— = e~ x = 1 h 



e x 1 1 . -2 1.2.3 

d'où 

'< = (-')' ttïT 
La formule précédente donnera 

<*•> ^=(-»v'7^=i:(-')- iXi „ iX , ll 1 |X> „ t 

avec 

X j -h Xf -4- . . . -+• X v = p. 



• • . 



Supposons que le dénominateur soit égal à 

n 7l îl-l „3l-l 

(i4 ^)» =i +_* + __ x î 4 ____^ 

d'où 
on aura 

d'où 

e '=(-')'-7îïr- 

La formule précédente donnera 

(-) c ^(-')" T7f r=2i ( - |)v l )..i, 1 x, ll .,. l x.„ 

avec 

Xi -1- Xj -+- . . . -h X v = p. 



Considérons la fraction 



x 
e*—\ 
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qui devient, après développement et simplification, 

i 
x x 1 x z 



- -h 



•i 2.3 2.3 4 
d'où 

i 



b< = 



ii h 



Or, d'après la définitiou des nombres de Bernoulli, on a 



x BtX B^x* B 3 # 3 

= H - i I ^r -h 



e x — i i j.2 1.2.3 

c'est-à-dire 

B, 

i 



• j 



r '= Tiïï' 



d'où il vient 



B. 



<*> & =2<- 



O v 



avec 



Àj -+- A 2 -+- . . . — |— A y =r /?• 



Considérons encore la fonction 



d'où 



oAr> t» — _,„_. — 




cosar ar* a: v a: 

i - \ 




1.2 1.2.3.4 ,611 


• • • 


h*— 1 iv V , 





si l'on considère x 2 comme la variable indépendante. 
Or, d'après la définition des nombres d'Euler, on a 



d'où 



E x x* Et** E s t« 






|2lll 



Il vient donc 

( 2 a\ jî£- =y /— i)v+/i i 



E, 



avec 



A j -t- A 2 ■+" • • ■ ~~r~ A»; — JD . 
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Les considérations qui précèdent permettent de généraliser la 
notion des nombres de Bernoulli et d'Euler; on peut, en effet, 
adopter la définition suivante 






r'M.'i rVÀ.n. . m r7 X ¥ u 
avec 

Ai -+- X 2 -h . . . -+- X v = p ; 

avec cette notation, les coefficients binomiaux s'expriment, au 
signe près, par le symbole 

M,,i</>); 

les nombres de Bernoulli par 

Mi,î(/>), 
et les nombres d'Euler par 

M,,,(/>)- 

On voit, en outre, que ces nombres sont intimement liés à 
l'étude des fonctions dérivées (sécante, tangente) des sinus 
d'ordre supérieur. 

En effet, considérons le (r — !y èmc sinus d'ordre supérieur q 

r = (i,-2, ...,?), 
savoir celui qui est donné par le développement suivant 

S 7 , r-l(v) = ir _.,|, -*" |7+r _i,i "+" ,^+r III "+■ ' ' • 

__ X r ~ l / X'1 X*V X* 1 ? \ 

~~ ! j — lit ( l ""*" l^îî H ~ r îr/ll "^ 7 ; 3yTT "+■•'• J • 

II est évident que l'on aura avec nos notations 

i _ i^l f. M,. r (i)gy M y>r (a)ar»y M y , r (3)*»* | 

On aura également 

^ï) *" \ii 7ÎT "*" ~vr^ * i»7+hi H ""- j 

x t [ ,H " |7 n "+- |J7 u •■] 



s*, 



(24') 






/Il 

p=o a=o 



, i m V 1 V M« r-»-i(a) 
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Les formules précédentes renferment, comme cas très particu- 
liers, les fonctions circulaires et hyperboliques lesquelles corres- 
pondent à q = a. 

III. — Les symboles aleph Aj +I -. 
Considérons l'équalien 

dont les racines sont 

Au moyen de la relation (q5) on peut exprimer une puissance 
entière quelconque de x en fonction de n d'entre elles. Considé- 
rons en premier lieu les puissances entières positives et exprimons- 
les en fonction des puissances 

x n-\ X' 1 -* X* X 1 X° 

On aura le système 

/ x° = 1 

x l — x 

X* = X* 

• •••• y 

(?.5') ( x n ~i= x n ~ l 

x n — AJ ^' | - 1 -4-AJ j-"-«-h...-i- Ag- 2 J7 2 -H k^~ l x-{- A3, 
x»+i = A» +1 x»~i ■+- A*^ *"-*+-. . .-h AS+fa^-h A^J a- 4- A,^ , 

*"^ = AJ +/ *»-■ ■+■ Aî + # *»-«-+-. . .-+- AJ;?^+ K n n l\ x -h AJ W , 
On a donc, par définition, 

a£_>=i, 

A„_). = si X'^ X. 

Les quantités A* +l - ont été étudiées par Wronski sous le nom 
de fonctions aleph générales; cette dénomination est impropre, 
car ce ne sont pas des fonctions dans le sens généralement attaché 
à ce mot : ce sont plutôt, comme les déterminants, des symboles 
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représentant une suite d'opérations à effectuer soit sur les coeffi- 
cients /?!, p 2 , . . ., />„, soit sur les racines a,, a 2 , • • ., cin- 



De l'équation (a5) on déduit, en multipliant par 

et en mettant dans le second membre les termes en ,z /, ~\ 

x't+i-hpiX" =— p % x n ~*— pix n ~* — .. .—pn^x* — p,i x, 
x n +* ->r p x x n + x -s- pix n — — p^x n ~ x — p±x n ~* — . . . — p n x*, 
> *- 

Remplaçons dans chaque égalité # ,l+l ' par sa valeur tirée du 
système (a5'), on obtient une équation du degré (n — i)en x qui 
doit être identiquement nulle, puisque, étant une transformation 
de l'équation (26), elle doit posséder les n racines 

avec leurs degrés de multiplicité respectifs. 

En particulier, les coefficients de x"~ x sont tous nuls, ce qui 
donne le système 

— />X+i=7>iA£-+- A* +1 , 

(26) {-pi+t^ptAl+Pi A^ +1 -h A^ 2 , 

1 



— P\+i =P(A\+Pi-i A^ M -hpi-t A*+2 -H. . .-+-/>! A£ +i -_, -h Ai + /. 



La dernière de ces égalités s'écrit 

(27) ^+ i + PiA\ +i _ l +. . . + Pi-ik\ +l +ptA\ + pt+\= o. 

Elle nous permet d'obtenir les symboles A* +l par voie de récur- 
rence. 

En particulier pour \ = 1, cette formule devient 

(27') A / \ W H-/? 1 AA + ,_ l +...-»-/?/_ 1 A / U l -+-/>/Ai-+-/>/ +1 ==o, 
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et, pour i^/ty on a 



Considérons le système (26) et appliquons-lui la formule (19), 
il vient 

avec 

Àj -+- Àj -f- . . . -h- Àv = A*. 

On se "Pend compte ainsi que, si l'on pose 

N = — /?x — p\+ix— p\+ 2 x* — .. .— p n x*-\ 

on aura 

N > X 

yr = A,j -f- A n+1 37 -+- A/i+j 37 -f- . . . . 

Mais on a identiquement 

rr*N — (1 -\-piX-hpiX*-*-. . .-t-/>X-i ^ -1 ) = — D, 

d'où 

S = ^V~ i " f ' 5 )' 

On en déduit que A\ +i est égal au coefficient de x >+i dans le 
développement de la fraction 

(20) 1 +-/>,*•+-... -4- /ïx-^-i = y A x ^ 

Celte formule constitue une méthode rapide pour l'obtention 
de A]^.. 



En particulier, pour \ == 1 , on a 



1 -+- piX -h. . .-\-p n T n +d 
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et la formule (20) donne 

(3o) a; 4+/ =2)c— O v />x,/>x, • • ^x v 

avec 

Xi -+- Xj -+- . . . -+- X v = * ■+- 1 . 



La formule (28), en y remplaçant 
avec 

À| -+* Àj -+- • . ■ -+" Ày CS K 

par son expression (3o) 

devient 

( 3 1 ) a£ +/ =2 —P\+i-k AJUa- 1 

Ar=o 

ou en développant 

(3i') AJU, +/>xAi +/ ., -H^X+i Ai +/ _, -+-... -+-/>„ A/a-i = o. 

Cette formule nous permet d'obtenir les symboles A]^ en fonc- 
tion des symboles A* +/ . 

En particulier, pour \ = 1, on retombe sur la formule 

(-27') A* + / +p\ Ai+/_j -h ... +/?„A/ =0. 



Considérons l'équation 

xn +i _ Ai^a?»- 1 -4- A * +i x*-* -h ... H- AJ+J x -+- A 






Cette équation est satisfaite quand on y remplace successive- 
ment x par chacune des racines 

ai, a», . . ., a«, 

que nous supposerons inégales. 

On obtient ainsi un système de n équations linéaires qui nous 
A. 4 
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permet d'exprimer chacun des symboles A£ +l en fonction des 



«i, «ï, 



a n 



En particulier, on a 



(32) 





a n+i a n-l 


• • • 


a\a x 


1 




a n+t a n-\ 


• • • 


a\a t 


I 


*■ 


• ••• •••• 


• • • 


m • • • 


■ 


A' - 


a» +i a»-* 


• • • 


ai a n 


1 


A /l+I 


a n-\ a n-i 


• • • 


a\a\ 


I 




a?- 1 *;-* 


• • • 


a\ai 


1 




• *•• ••*• 


• m m 


• • • • 


• 




«r 1 «r « 


• • • 


<*i*n 


I 



D'après ce que nous avons vu précédemment 



(32') 

avec 



a A-k = 2 a ï' «ï f • • • «X" 



Yi •+-?*-»- ... -+- y» = *-*- i- 

Dès lors la formule (3i) permet d'obtenir Ai +i en fonction des 
racines 

puisque l'on a 



Considérons l'expression (32); en développant le numérateur 
par rapport aux éléments de la première colonne et en effectuant 
les réductions, il vient 



j-n 



ki+/ ""2(57=: 



aj +i 



y=i 



(ay— ai)(rty—a,) .. . (ay — a n ) 



Or de l'identité 



on tire 



v(x) = {x — a x ){x — a t ) . .. (x — a n ) 



?'(^)=2(^~ «i)(^ — «i)..- (ar — a«), 
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les facteurs du second membre étant en nombre n — i , d'où 

<?'(«/) = (<*j — <*i) (aj — a t ) ... (aj — a n ). 



L'égalité ci-dessus devient 



/=n ,M 






c'est une formule bien connue dans la théorie des fractions ra- 
tionnelles et qu'on énonce ainsi. 

Soient 

F(a?) '= M^»-* -h M, a?*-* -4-. . . 

et a,, a 2 , •••> #« les racines inégales de 'f (#) = o, on a 

4+ ? («y) 
Dans le cas qui nous occupe 



Considérons maintenant les puissances négatives de x et expri- 
mons-les en fonction des puissances 

a7-Cn-i) j #-<»-«, ..., a?-* t x~ l , #°; 
posons 

il est visible que nous passerons des symboles A* +l - aux nouveaux 
A"^ par la considération de l'équation aux inverses; en d'autres 
termes, il suffira de changer, dans toutes les formules qui précè- 
dent, soit m en f-2^£ avec p = i , soit a\ en — 

En particulier, nous aurons les formules suivantes, conséquences 
des formules (26), 

— Pn-l —PnK^i 

—Pnr-\-\ = Pn-\Kl X ■+-Pnk'nli , 

(26') | _ />/i-X-ï= J P/i-îA7 x -h/> /l _ 1 A^ 1 -h/>„A-J: î , 
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et, puisque 

on pourra écrire le système d'égalités 

O = Pa-% A«i, -+-/>„-! A~ l -+-p n &nlt i 

(26') ( o=^ rt -jA^I 1 -t-/>„_ î A« 1 -h/? /l _ 1 A^ 1 -+-/? w A^ îî 

! O =p n -i- ï A^i, -+-p n -i A«* -h Pn+l-t A^i, -H . . . -+-/>,, A^|/ . 

De même, on obtiendra les symboles A^ au moyen de la for- 
mule 



(29") = Y A-Lor^'. 



X n 
Pn, Pn Pn Pn 



Les formules (26") et (29") seront utilisées dans le Cha- 
pitre VIII. 

Problème I. — Trouver V expression de AJ+,- dans le cas 
où toutes les racines sont égales. 

L'équation 

9(a?) = o 

est alors 

n nu-* 

(x — a) n = x n x n ^ i a-h ... -h (— 1)' — jïj- x n ~ i a i -+- ...-+-(— \) n a n . 

I/équation 

qui est une transformation de la précédente, possède donc la ra- 
cine a avec le degré de multiplicité n. 

La dérivée (n — i)i*«« du premier membre s'annule donc pour 
.r = a, et l'on a 

(n H- i)»-iM a'+» — AJ+| (» — i)«-*l-« = o, 
d'où 

/ 22 ) Ai../ = - ; a 1 -*- 1 = a'-»" 1 

K**! A n+t— ,a-l|l w i*-*-i|l ' 
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relation identique à la formule (22), ce qu'on pouvait aisément 
prévoir. 

Problème II. — Trouver l'expression générale des sym- 
boles F satisfaisant à la relation récurrente 

( 34 ) F»+/ H- Pi F/n-/-t -h ... -h p n -l F/-H -+■ Pn F/ = O, 

en fonction des symboles initiaux 

Fo, Fii F f , ..., F n _i. 

Nous avons établi la formule (27") 

A£+/ ■+■ P\ A£ + i_i -+-. . .-H p n -\ A^ +l -h />«A* = o, 

avec les conditions initiales 

aLx = , > AÎ_v = ° « *W- 

Dès lors on voit que À* +l - serait la solution cherchée si les sym- 
boles initiaux étaient 

F„_x = i, F„_v = o (Vjé X). 

De cette remarque, il résulte immédiatement que la solution 
est 

X=n 

(35) F rt+/ =2F«-xA^ +/ . 

X=i 

En tenant compte de la formule (3i), on peut aussi écrire 

(35') F n+ , =2 F„_x2 (- Pk+t-k) AJU.*-i. 

X=i *=o 

On voit ainsi que F n+C - est une combinaison linéaire des sym- 
boles A' /+| .. 

Réciproquement, toute combinaison linéaire des symboles A^ + • 
satisfait à la relation 

F/n-/ -+- p\ ¥ n +t- X -4- . . . -+- p n F/ = o, 

puisque chacun des symboles A^ +{ - satisfait également à cette rela- 
tion. 
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Problème III. — Trouver le reste de la division du polynôme 

par le polynôme 

La dernière formule du système (a5') 

étant satisfaite quand on y remplace successivement x par cha- 
cune des racines de l'équation (ao), prouve évidemment que le 
second membre est le reste de la division de a"** par le poly- 
nôme 

x n -+-p\X n - x -»r.. .4-/>/i-ia?-4-/?«; 

il en résulte immédiatement que, pour le polynôme proposé, le 
reste sera 

i=o X=i X=i *=« 

Cette formule pourrait être utilisée dans la théorie des nombres 
complexes algébriques proposée par M. Weierstrass. (Thèse de 
M. Berloty.) 

IV. — Généralisation du procédé de Bernoulli. 

Bernoulli a indiqué un procédé pour obtenir la racine de mo- 
dule maximum d'une équation algébrique, lorsque cette racine 
est unique; lorsque plusieurs racines ont le même module maxi- 
mum, ce procédé est en défaut; nous allons exposer une généra- 
lisation de ce procédé, qui permet d'obtenir l'équation à laquelle 
satisfont les racines de module maximum. 

La considération de l'équation aux inverses permettrait d'ob- 
tenir les racines ayant le même module minimum. 

Soit l'équation (^5) 

<p(a?) = o, 

que nous supposons débarrassée de ses racines égales. 
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Le cas où l'équation renfermerait des racines égales se ramène 
au précédent, par l'application du principe de continuité. 

Rangeons les racines par ordre de grandeur décroissante des 
modules 

et soient <x racines 

ayant le même module maximum. 
Nous avons trouvé [formule (32 ; )] 



a a+/ = 2 a v a V" a i n 



avec 

Tfi-H Y* -t-.i.-+- Yn= *-»- 1, 

que nous écrirons plus simplement 



&h+l = Ai( a t g l'" a g) 



14-1 



Si nous groupons les termes de cette fonction symétrique 
d'après le nombre de racines 

qu'ils renferment, nous aurons 

A A+* = \.(«i«t . . . q q ) h- 2^ ( a <r+j) Zu ( g i <*t • • .«*)-+-. ■ • 



i+i 



^. («(x+i^ff-t-î • • •tf»)^. («*-,/) -+-^.(«(T-»-l a <T-l-î • • • «»)■ 



14-1 



Lorsque i augmente indéfiniment, le dernier terme du second 
membre tend à devenir négligeable par rapport à la somme de 
tous les autres. 

En effet, posons 

8(a?) = (a? — ai ) (a? — a t ) ... (x — a<y), 
ty(x) = (# — a^!) (a? — a ff+î ) ... (a? — a„), 



»-K 



S 



^ 



\ % • - T. 



32 A. AUftlC. 

d'après la formule (33), on a 



/=<X 



M 



a^ 1 



i + l /=! 



n-2< 



y=* 



a (r-»-i a <r+i 



x_ V a J +l 



i+i 



y = ff+l 



♦'(«y)' 



et il est visible que lorsque i augmente indéfiniment le rapport 

N 
M 



diminue au delà de toute limite; on peut donc écrire 



im AJ + j z=z^(aiOt. . .a a ) -+-^(a(r+y)^(oiaj. . .«*) -H- . . 



lini 



i+i 



X( g <r+i • • - g n) Zj(qq-y)- 



Considérons maintenant l'équation 



(36) 



6(ar) = x*-\- q x x**-*-\-. . .-H q 9 -\X + q 9 = o, 



à laquelle satisfont les <r racines de module maximum. 

Les symboles aleph A^ correspondant à cette équation seront 
liés par la relation récurrente 

A<yVi ■+■ <{\ Ao+i-i •+-• • • -+- Ça A/ 1 = o. 

Or, puisque à la limite, ainsi que nous venons de le montrer, 
les symboles A* n+i sont des combinaisons linéaires de ces symboles 
Ay +jt savoir 

lim Ai +I = A'aV/ -h^(a ff +y)AffVi-i -*-• • •-H^ J (<*g+i- • .a/i)Aj r l , 



il en résulte que cette même relation récurrente aura lieu à la 
limite entre les symboles A^ +l «; on aura donc 



(3 7 ) 



A A+/ -H Çl AA+/_, -4- ... M- ^<x Ai + /-(T = O. 
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Réciproquement, si, à la limite, les symboles A^ +l - satisfont à la 
relation récurrente (37), les racines de l'équation (36) sont aussi 
racines de l'équation proposée (a5). 

Auparavant, nous ferons une remarque préliminaire. 

Soient les n -f- 1 équations 

X n+M _ Ai +<-1 *»-* + . . . -f- A;; l ! +1 x •+- AJJ+i+i , 



ar«»+* = Ai ll+ , *•-» + ... -h AJ^ «h-A^,, 
qui sont toutes des transformations de l'équation proposée. 

Je dis qu'elles n'ont pas d'autres racines communes que celles 
de l'équation proposée. 

En effet, ces racines communes doivent être également racines 
de toute combinaison linéaire de ces équations. 

Or, si nous multiplions celles-ci par les coefficients 

Pn, Pn—\> •••» P\i I» 

il vient, en ajoutant et en tenant compte des propriétés des sym- 
boles A* +/ , 

X n +* \x n -+- piX n ~ x -+- . . . -h p n -\ X -H p n ) = O. 

Mais la racine x = o ne peut appartenir à ces (n + 1) équations, 
car tous les symboles AJJ +I - et, par suite, les symboles A* i+I , 
d'après 

(3r') A2 +/ H-/> rt Ai +/ _, = o, 

seraient nuls. 

Donc ces (rc-f-i) équations n'ont pas d'autres racines que 
celles de l'équation proposée. 

Multiplions t -f- 1 de ces équations consécutives par les coeffi- 
cients 

et ajoutons les équations ainsi multipliées. 

Remarquons que, si la relation récurrente a lieu à la limite, 
A. 5 
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elle aura également lieu pour tout symbole A* +l -, qui est une com- 
binaison linéaire des symboles A* .. 
11 viendra donc 

s,, s 2 , . .., e„ étant des quantités qui diminuent indéfiniment 
quand /augmente au delà de toute limite. 

On peut donc dire qu'à la limite les (n -+- 1) équations ci-dessus 
ont comme racines communes les racines de l'équation (36), les- 
quelles sont, par suite, toutes, racines de l'équation proposée. 



On se rendra compte qu'une relation récurrente d'ordre <r<^n 
existe entre les symboles consécutifs A ; *, +/ en écrivant o* relations 
de ce genre ; on obtiendra ainsi un système de a* équations linéaires 
à t inconnues et l'on pourra rechercher si le système des solutions 
tend vers une limite déterminée quand /augmente indéfiniment. 



Considérons la formule (29') 



_ = 2 A -— • 



De ce que nous venons de dire, il résulte que, si l'équation aux 

inverses 

1 -hp\X -*-. . .-hp n x n = 

possède 1 racines de module minimum, une relation récurrente 
d'ordre <r aura lieu à la limite entre les symboles Aj i+i 

et ces <t racines seront données par l'équation 

I -f- Çi x -4- . . . -h q 9 x* — o. 

Les remarques précédentes vont nous servir à établir un théo- 
rème général sur la convergence des séries ordonnées suivant les 
puissances croissantes de la variable. 
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Considérons la série entière 

i-+- a.\X -f- aiX*-h a^x*. . . ; 

elle peut toujours être considérée comme le quotient développé 
de la fraction 

= i -h ai x -t- a % x x -+- 



I -hpiX -4- PiXi-l-ptX'-h. . . 

Soit l'équation 

o = i + p x x -*- p^x* -\- p$x* -k- . . .. 

Admettons que celte équation ait a* racines de module minimum p 

Pi? pt> • • •» P(T» 

et soit 

i + q\X +- q^x* -h., .-h ^(x^^ = o 

l'équation qui a pour racines p 4 , p 2 , . . ., p ff . 

On en déduit les conclusions suivantes : 
i° La série entière 

i -i- a t x-t- a^x*-*-. . . 

sera convergente à l'intérieur du cercle décrit de l'origine comme 
centre avec le rayon p ; 

2° Sur ce cercle de convergence, il y aura ? points critiques 
donnés par les valeurs des c racines 

3° A la limite, les coefficients a„, a n _ K , a n _^ . . ., qui sont les 
symboles aleph des coefficients p t , p 2 , /?3, ... ou des racines 
p,, p 2 , . . ., p ff , satisferont à la relation récurrente d'ordre <r 



Donc, étant donnée une série entière, on cherchera à déter- 
miner la relation récurrente (Tordre minimum à laquelle satis- 
font à la limite les coefficients a„, a w _i, a n _ 2 

Si cette relation est telle que 



36 A. AURIC. 

on en déduira que le cercle de convergence a un rayon p et qu'il 
existe sur le pourtour de ce cercle <r points critiques donnés par 
l'équation 

i-f- q x x -+- q t x*-\-, . .-+- q^x* = o. 



Dans le cas particulier où il y a un seul point critique sur le 
cercle de convergence, ce qui correspond au cas où le procédé de 
Bernoulli est applicable, le rayon de ce cercle sera donné par les 
deux relations 

\ima n -t- qi liman-i = o, 
i-hqip = o, 

d'où 



p = lim 



a. 



ce qui constitue la règle de convergence donnée dans les Traités 
d'Analyse. 

Applications numériques. — Supposons que l'on ait à la 
limite 

La racine de module maximum sera donnée par l'équation 

x + q t =zo, 
d'où 

\ **n+i- 1 / 

c'est là le procédé de Bernoulli. 



Supposons que l'on ait à la limite 

AA + ,H-yiAA + ,_ 1 -t-£,A* +I _ î =o. 
En adjoignant l'équation semblable 

A i+»+i "+- Çl AA-hH- q\ AA+^, = o, 

on pourra déterminer q K et g*, et les deux racines de module 
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maximum seront données par l'équation 

x*-hq t x ■+- q t — o. 



Soit l'équation 

x* — x — 1 = 0, 

on a la formule de récurrence 

A4+/— A} +/ — A} =o, 
d'où la suite 

o, i, i, 2, 3, 5, 8, i3, 21, 34, 55, 89, 
144, 233, 377, 610, 987, 1597. 

On a donc, approximativement, 

^=i^Z =I 618034, 

valeur exacte jusqu'à la sixième décimale. 



Soit l'équation proposée par Lagrange ( Traité de la résolution 
des équations numériques) 

a* — yx — 7 = 0. 

On a la formule de récurrence 

M+i— 7^1+, — 7 A * =0, 
d'où la suite 

o, o, 7, o, 7, —7, 49, —98, 392, —1029, 343o, —9947, 
3 121 3, —93639, 288120, —873964, 2672313, — 81 34 588. 

On a donc, approximativement, 

8 i34588 

x = c. — 5~? = — 3,o44, 

2672313 ' 



valeur approchée à o,oo5 près. 



Considérons l'équation 

•#*-hIOX-f-l = o. 
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On a la formule de récurrence 

AJ + ,-t-ioÀÎ + J+- Aj = o, 
d'où la suite 

o, o, i, o, — 10, —i, ioo, ao, —999, — 3oo, 

997°> 3 999> —994oo. 

Il est visible que le rapport — ^ ne tend pas vers une limite dé- 
terminée. ' 

Résolvons le système 

— 99400 -+- q x 3999 -h q t 9970 = o, 

3999 -+- 9\ 997° — ?» 3oo = o, 
nous trouvons 

q\ = — 0,099, q t = io,oi.« 

Il en résulte que les deux racines de module maximum sont 
données approximativement par l'équation 

o?* — 0,09907 -f- 10,01. 



Nous avons rappelé la formule (23) 

B, 



e x 



— 1 j£d\p" ' 



X 

B^ étant les nombres de Bernoulli. 

Or les racines de module minimum de l'équation 

e*—i 

= o 

x 

sont 

c'est-à-dire qu'elles satisfont à l'équation 

x % ■+- 4 rc* = o. 

Il en résulte que l'on aura à la limite 
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d'où 



*=i/- 



(2/?-+-l)(2/?H-2)B îp 



B 



ip+t 



Or on a 



_ 36i 7 



d'où 



„ _ , /' 5 x l€ x 7 x 710 _ 

11 = y — Q-zm— = M82, 



x36i7 
valeur approchée à o , oo i . 



V. — Relations entre certaines fonctions symétriques simples. 

Nous allons appliquer les formules qui précèdent à la détermi- 
nation des relations qui existent entre : 
i° Les coefficients de l'équation (p\); 
2 Les symboles aleph (A^ +l ); 
3° Les sommes des puissances semblables (s,-). 



De la relation (29') 



1 -hpix -+-. . .-+-p n x n 



=2aj +i *'- m 



on déduit, ainsi que nous l'avons montré, les égalités réci- 
proques 

l Ai +/ = 2(— I )VX i J»X i ..-/>Àv» 
(38) 

(Ai-h Xf-+-. . .-hX v = ï + i). 



Les sommes des puissances semblables sont données par les 
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formules de Newton (Serret, t. I, p. 3^8) 

I = 5 , 

o= pis -hs if 

o = *p 1 s + p i s l H-s îf 

o = 3/?a5o-H/?î52 ~*~P\ S % "+■ 5 s» 
• •••••> 

o = ipt s -+- />i— i f i -+- pi-tH -+- • • '-*- Pi $1—1 -+- ** • 
Ce système est identique au système (2) si Ton pose 

ej£j_ x = */*. e;:^^=^ (X + ^ * *). 

On aura donc, en appliquant la formule (6), 

( 3^> */ = 2 (— V *v p\, pi^.. p\. 

avec 

À| -+" Àj ■+" . . . -+- Ày = l. 

En donnant à X v une valeur déterminée k 

k = (1 , 2, . . ., i), 

la formule précédente devient 

(X|-h X t -h. . .-h X v _ t = î — A:) 

ou, en développant, 

(4o) */-+-/>i A A+,_, -4- 2/?,AA^_jH-...-+- i>*AA_, = o. 



Revenons à la formule (3g) et supposons que, parmi les in- 
dices X, il s'en trouve 

(jli égaux à 1, fx« à a, ..., fi,- à *'. 
On aura les conditions 
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et le coefficient du terme 

sera, puisque le dernier indice X v est affeclé d'un coefficient égal 
à sa valeur 

lV -ni 



^ 7ï*tit iifc«ii. . . iii,-iii... ni.li 



/ = 1 

2'"' ' 1*-*" _ |V-'H 

yfXy il*.»»... ift 11 ... i^ 11 ~~* il*» 11 ... il** 11 " 

On a donc l'expression connue 

(4«) ^=2<-'> v .^InC.^ ^'^---^ 

donnée sans démonstration par Waring dans ses Méditât iones 
algebraicœ. 

La démonstration qu'on en donne généralement est basée sur 
la formule du développement de Lagrange (Serret, p. 445-45 1). 

Le système d'équations considéré précédemment peut aussi 
s'écrire 



$3 5j 5| 



» 



5/ 5/_i */_j 5| 

o = 7-/> H 7-/>iH t- />t -h . . . -+- -jPi-\ + pt, 

lr l l » 



système identique au système (a) si Ton pose 

Oîw=i. «?+*=<> (A-^i), 



s, 






A. 
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Il viendra donc, en appliquant la formule (6), 

( 4 a) />/— > (— i) v — r— —. ^ 5 > ; 

avec 

A| -+-' A j -4- ... 4- A y = t. 

En général, on obtient cette formule en la considérant comme 
un cas particulier de celle de Waring (Serret, p. 45i-46i), et 
Ton trouve 

ê 

avec les conditions 

fj-t -+- t u * ■+- • • • ■+■ f Jt /= v ? 

Le rapprochement des deux formules (4 2 )> (4 a/ )^ onne ' a re ' a " 
tion 



2 



«'(«--*,)(* — X l — X 1 )...(» — X 1 —A s — ... — X v -i) i^' 1 ^ 8 - ••<><" 



Enfin la relation (4<>), dans laquelle on fait successivement 

donne naissance au système suivant 
-il -Ai 

— _ — _ A «— i^ a »ï 
/>! Pi 

> 

_i£-Î£-'A" , (î-i)Pi-i V i , ^î£« A i . .ai. 

/>1 />i />! /*l 

Ce système est identique au système (19,,; si l'on pose; 

Pi Pi 



ÉQUATIONS LINÉAIRES ET LEIHS APPLICATIONS. 43 

on aura donc 

(43) Aj^-, = 'y'-^Y(-.)vM,...Xv^^--^ 

k — 

avec 

A| -f- A f -+- . . . "+" Ay ~ À". 



VI. — Les séries. 

Soit une fonction synectique û exprimable linéairement et 
identiquement au moyen d'autres fonctions synectiques 

en nombre fini. On a, A f , A 2 , . . ., A„ étant des coefficients con- 
stants, 

(44) Uo= A^i-h Ajl2,-h.. .H- A n to n - 

En prenant les différences successives de cette identilé nous 
aurons lé système d'équations 

12 =A|12, -+-A t U, -4-...-f- AaU„, 

A12 =AiAii t -+-A,AU t H-...H-A n A12«, 



A« »ii = A,A"-«li 1 -hAjA«-»i2 î -+-...-f- A„A«-»ii„, 
et en appliquant la formule (6) à ce système on trouve 

( i*> a„= - 2 ^4*2 c- o v ^ 6 #^ s - • ■ e P^- 

avec 

Aj -H A j -f- . . . -+- A v = a", 

e , _ D(Q t AÛ t A»U 3 . . . A*-»Q„- t A"-*U/) 
"~ D(U,AUjA«i2j... A"-*12„_, A"-»i2„)' 

Rappelons la formule (18) 



6 



i - AÔ '-« 



p A6 P 

que nous avons trouvée précédemment el qui permet de calculer 
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8^, par voie de récurrence, puisque 

1 12, 

La formule (45) se simplifie considérablement quand on sup- 
pose que les fonctions Q p sont les puissances entières positives 
d'une fonction y et lorsque la différence A devient une différen- 
tielle que nous caractériserons par la lettre d. 

Posons donc 



Calcul de 8' . — La formule (18) devient 



On aura dès lors 



« - «">!-« 



«', = y'- 1 , d'où 8? = y, 



et, la loi étant soupçonnée, 

<fe'_. i/>-tn ^ (i_,)/7-ii-i . p'-/>" . 



La loi est donc générale; on a 



(46) 

' ep =py- 

La formule (18) devient également 



A» -. il _L. v'~^ = - Y'-P, 



' ~" ^-i l 36 ^!-' ■ l^i U>i/J ■ ! J 
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et, comme 
on a donc 

dy 
y étant pris dans cette formule comme la variable indépendante. 



Calcul de D£. — En supposant que d est une diflférentiation, 
la formule (17) devient 



D£ 



p — p- 1 j(\p — *v-i / n ,\j m 



T\P~l T\P~t ~ f~* TiP-* 

U P-l U P-1 U p-t 

d'où Ton a également 

u p-t u p-i 



D| D{ y ' 
d'où, en multipliant membre à membre, il vient 



u P-i 

on aura donc la suite d'égalités 



U P~\ 



^ = u»-*» dy , 



a-"* 1 . 
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et, en multipliant membre à membre, 

(48) D£ = i li » ï«'Ii"«...ia»-iii^ = i»«» i sl »...i/»-indy— î— . 



Voyons maintenant ce que devient la formule (45) en tenant 
compte des relations précédentes. 
On a 

k — n — p 

Posons, ainsi que nous l'avons déjà fait (7), 

t* = 2 ( ~ ■ )v °^ )m 6 $^ Xs ■ • ■ ^-^ 

on aura, en tenant compte de (46), 

T"* -V (_ «y* K X 1+ X,.... + X V /> X ' ,I (/>-HX l )X,l'.. .( / ,-hX l H-.-^X v - l )^ 

= v* p*U V(-nv ! 

J ■ ^d ' iX,HiX a li... ,X V H 

et, d'après la formule (21), 

Tr* = (-')*fîrrr*. 



Nous avons donc, en résumé, les formules 

A" = n — p 



Ap= 2 •*** t p*. 



X'.O 



O^ 4 "*, Tp** étant des symboles réciproques donnés par les relations 
suivantes (46) et (47) •' 

p ~ ,*u J ~ ( />— m —p-i ' 

(5o) < d y 

F p ^ ,; 1*11 ^ ^ ■> ,/j-iii -r/'-' 
v dy 
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Remarquons que, pour y = o, 9£ +A \ TJ + * se réduisent à zéro 
pour k yé o et, par suite, les formules (49) donnent 



Applications. — Formule du changement de variables. 
Nous avons trouvé (47) 

P iP-Ht -p#»-i 

Mais on a 

_ DJ _ D [ 1 . dy . d*yK d*y* . . . dP~*yr-* di>-*Q (x) 

(52) { y 

dy 

C'est la formule donnée par Wronski pour calculer les dérivées 
de Q (#) par rapport à y quand on connaît les dérivées de û (^c) 
et de y par rapport à x. 
En particulier, 

dil (x) 



Pour/? = ?., 



Pour/> = 3 

formule connue. 



dU (x) __ dx 
dy <*y[~' 

dx 

dy d*%(x) __ d*y dil (x) 
d t U (x) dx dx* dx* dx 



* m 



Séries infinies. — Supposons que, dans un certain inter- 
valle \ < x < [A : 

i° y soit une fonction s^neclique de x\ 

2 Q (#) soit donnée par la série absolument et uniformément 
convergente 

(53) U (x) = A t H- A,^ -4- \,y* + ..., 

ce qui implique que û (#) est une fonction synectique du y; 
3° Toutes les séries obtenues en dérivant successivement par 



»* 
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rapport à x le second membre de (53) soient également, absolu- 
ment et uniformément convergentes; ce qui implique que ù (x) 
est une fonction syneclique de x. 

Dans ces hypothèses, il est facile de montrer que les formules 
précédentes restent applicables lorsqu'on y suppose que n aug- 
mente indéfiniment. 

En efTet, on pourra écrire Tune quelconque des équations du 
système (53) 

dP^(x) dPy dPy* dPy^ 

-A, p -+-A 3 p +... + A» -htp, 

dx ' dx dx dx 

z p étant une quantité qui tend vers zéro quand n augmente indé- 
finiment. 



On a donc 



dPQ (x) dPy dPy»-i 

dx dx dx 



et la seconde formule (49) donne 

k=zn—p k — n—p 



X P = 2à P V* = ^(-- 0*7*17^ lP + k -l\l \ T-P-HA-I »/M-*-l 

Sous cette forme on reconnaît que, lorsque n augmente indéfi- 
niment, A p a pour limite l'expression 






2 (— i)* y k dP+*-*Qo(x) 
iP-in 1*11 — -#m-*-i 
dx 



k=o 



puisque la série ^ ,,-ii't ^n 7* = f^TîT esl convergente pour 

toutes les valeurs de y et donnera, au maximum, comme terme 
complémentaire 



er 



Développements en séries. — Les formules (61), (5a) nous 
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donnent 






_l T>\i.<fy.d*jr*...dP-*yP-*dP-iQ (x)] 

Soit a la valeur de la variable indépendante x telle que, pour 
x = a, y = o ] alors on aura également 

(54) A p = |60| ar=a =.... 

On obtient ainsi la formule du développement de Paoli 

• dQ (x) -l tr dy d*Oo(x) d*y dQ (x ) 

dx I y* I *£p dx* dx* dx 



<ty I '•* 1 /fëfV 

En particulier, si y = x — a, on a la formule du développement 
de Taylor 

Q (<r) = û (a)-h^û'(a)-t- ^— û"(a)-»-... 

= ûo(a ) + £nf Q'(a) + (» — «) ' a (a) +. . . . 

Pour a = o, on a le développement de Maclaurin. 



Réciproquement, les coefficients À^ définis par la formule 






x=a 



et, par conséquent, fonctions de a, peuvent être définis par les 
formules (4g) et (5o) dans lesquelles la variable indépendante x 
a une valeur arbitraire, mais comprise dans l'intervalle pour le- 
quel les formules précédentes ont été reconnues valables. 
A.' 7 
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On a donc 






P i u — 111 i o — i i = y nr. . l. i J. + ju 



d'où il vient après réductions 

(54) — /.-i -2d ( "° i*ïï -3-iH-^-i — 

C'est la formule donnée pour la première fois par Wronski. 

En particulier, pour/> = i , 

* 

At = Ûo(«) = ^ (~ 0* ]^Tt ~=*~ 
(54 ' } I - O t»\ y dQ °W o- ^ ***(*) 

C'est la formule donnée par Euler pour trouver le développe- 
ment d'une fonction quelconque Û de la racine a de l'équation 

y = o. 
En particulier, si 

y = *, 

alors pour 

y = o, a? = a = o , 

et l'on a 

(54 " } * • , 

= Q<,( X )--Q'(x)+-—Q"(x)-h.... 

1 1 • A 

f 

C'est le développement en série de Bernoulli. 



Dans le développement de Paoli, nous avons admis que, pour 

y = o a? = a; 
nous pouvons donc poser 

r = (.r — a) e (*)> 
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6(x) étant une fonction de x que nous supposons, pour x = a, 
ne devenir ni nulle ni infinie. 

On aura donc 






D'où il vient 






'dy d*Q d*ydQ<? 
dx dx 1 dx* dx 



[ d*Q (x) l __ / rfar dx* da 



x=a 




dx* dx dx 



I <f f rfQ.(x) I lj 



x=a 



On trouve de même généralement 

G' est la relation donnée par Burmann et, par suite, le développe- 
ment de Paoli devient 

£ | _rf f rftt,(a>) i 1 j 
i-.a î «te L d * ['(*)1*JU= 

^ ( _fp. r </Po(g) i_i j 

En particulier, si l'on pose 

x sera déterminé par la relation 

a: — a 



x=a 
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OU 

et Ton aura 






C'est la formule du développement de Lagrange. 



Application numérique. — Soit à résoudre l'équation 

y =Q(a?) = o. 

Le développement d'Euler, dans lequel on fait Qo(-z) = # f nous 
donnera 

a ~2d K l) ^*^ t-tS 

dy(x) 
et, en utilisant la formule (5a), 

,... i , . û?ar* — - — r* tf*ar rfd? 3 rf#* dx* * 

(55) « = *_ — «p^)-^—?^) ?{ x) -.... 

dx dx \dx) 



Appliquons ce développement à la recherche de la racine de 

l'équation 

<p(a?) = # 3 — yx — 7 = o 

dont nous avons trouvé une solution approchée 

x' = — 3 ,044 • 



On a 



2=»--* â =6 *> 



d'où 

<p(*')=o,,o3, (g^ = 20 , 7 97, (g^=_,8, 2 64 

et, en nous bornant aux trois premiers termes du développe- 
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ment, 

, ,, 0,103 o,io3 18,264 ^ ,0 . 

a = — 3 ï°44 H ' » = — 3 .04894 , 

,/î7/ a * 20,797 

valeur exacte jusqu'à la quatrième décimale. 



11 est possible de 'généraliser les principaux résultats obtenus 
dans ce Chapitre. 

Considérons, en effet, l'opération A ainsi définie 

d n y d n ~~i y d,Y 

ai étant, dans de certaines limites, une fonction synectique de x. 

Calculons la suite des fonctions yK^y^y^ • • -, dont nous sup- 
poserons les conditions initiales bien déterminées, définies par 
les relations 

Ax» =y** 



et admettons qu'une fonction û puisse être représentée, sous 
certaines conditions de limite et de convergence, par la série 

linéaire 

Û = Ao-H^iAt-h^jAnH-^AaH- 

Il est évident qu'en effectuant successivement, l'opération à on 
aura le système 

û = Ao-h^i A, -f- 7, A, -h ^ 3 A, h- . . ., 
Ml = A,-t-7i A s + jr s A s -f-..., 

A*Qo = Aj-t-^Aj-h. .., 

A s 12 = Aj-t-. . . T 



On aura donc, en appelant z { , z 2 , z 9} ... les symboles réci- 
proques de y { , y^y*, •-, 



A p = ]£ ****+* Q , 


formules analogues aux formules (49)- 
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En particulier, si 



- d 

~~ dx 



on trouve 



x* x* x l , x* 

et Ton retombe sur les formules établies. 



VII. — Les fractions continues. 



On sait que les réduites successives d'une fraction continue 

x 
a H 

x 



ai h 

a % -\ 

as 

satisfont à la relation récurrente 

P» = On-i P»-i -H #Pi»-Jt 

Q» = ««-i Qit-i -H a?Q/i-î> 
avec les conditions initiales 

Nous aurons donc le système suivant 

af 

O -: P n _, - a,,-! P„_ t — X P n _,, 

= P»-î <*/i-»P|»-3 — â?P/l-*> 



» 



o = Pj — a t P|~a:P , 

r= P f — apP , 

1 ■- P . 

système identique au système (a), si Ton pose 
on aura donc 



tf* 
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avec 

ÀiH- Aj-h.. .-H X v = n t 

avec 

À i -h Àj -4- « . . -+- À v = Jt — i. 

On se rend compte ainsi que les symboles 8£ +rt et P« sont réci- 
proques. 

On aurait trouvé des relations semblables pour les sym- 
boles Q A . 

Transformations des séries en fractions continues. — Soit 
le développement 

û = M -f-Mi©-4- Mi<p*-h.. ., 

que nous allons transformer en fraction continue 



At-t- — £ 



A, 



? 



A 8 -h.. 
Si nous posons 



kt= A/-+- 



? 



A/+, H- î 

A/+j 






A,- sera égal à la valeur de ki pour <p = o. 

Cette remarque sert de base aux calculs qui suivent : 



d'où 



*,= 



d'où 







e 












A„ = 


= M„; 








? 




i 


= A, 


+ ■* 


2 m, 




*<?*- 


-M, 


2 M »T""' 
t 


+ *t 






A,= 


i 
= M"' 







1 
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2>„ 



>/»-! 



*,= 



Jm,?»-' 



i 

Ml 



J^* 1 "*" -1 



= K >+£> 



d'où 



M 



A, = - 



M 



i . ■ 



M, 



M, 



*i = 



? • 



i2"-»- 



i . 



M, 



M t 2â 



M, M„_, 
M, M„ 



CD 



«-» 



*■"-£• 



d'où 



ii M ' 




A,= 

i 


W*> 


M, M, 


m; 


M, M 3 



*» = 



Mï2 M -^ 



M 



M, 



M.^d 



""j 



M~, JL 



>/i -s 



i 

sr t 



M, M 3 



M t M n _, 
M. M» 



? 



«-3 



I 

m; 



Mi M, 
M t M, 



2 



M, M»-! 

M, Ma 



M, 
Mt M, 
M t M 3 



CP 



n-U 



M t 2d 



M, M„-i 
M, M„ 



.n-l 



d'où 



M, M,| 2d 
M, M, 



A;-- 



M, M».., 
M, M, 



= A v H- t- 



i«— ♦ 



M 



M, Mj 
M, M 3 



M, M 3 
M, M, 



M, M, » 
M 3 M* 
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*7 



*.= 



M t 2à 



M, M„_, 
M, M. 





i 


Y 


M, i\l s 


z 


M, M, 


k 




i 




M, M, 


• 


M, 


M, 




M t M*-, 

M 3 M« 



© 



»— 4 



M, M, 
M, M, 



M, M, 

M s M, 



2 



M, M„_, 
M, M. 



© 



«-♦ 



I 



M, M» 

M, M v 



2 



Mi M» 
M« M s 



M, M„_, 
M, M n _! 




M, M 8 
M, M 4 

M, M*-, 
M* M a 



M, M*-.» 
M 3 M» 



Ql-i 



© 



n-k 



M, M, 
M, M 4 



i 



M, M, M»-, 



M, M, M»_, 
M, M 4 M„ 



= x >+i' 



in— » 



d'où 



A s = 




M, M, 
M, M, 



M, M, 
M, M* 



M, M, M, 
M, M 3 M k 
M, M 4 M, 



On entrevoit la loi de formation des symboles kg et A,-, que 
nous allons démontrer d'une manière générale. 
Appelons D£ le déterminant suivant : 



"p 



M, 
M/+i 



M /+1 M/ 



+* 



• • • • 



M 



i+p-i 



M 



i+ P 



Mi+p-t 
M é + P 

• • • • 

m 

M/-+.JP-S 



soit D" le même déterminant dans lequel on a remplacé, à partir 
du bas, les éléments de la dernière colonne par les suivants : 

M», M/j-i, Mfl—2, ■••> M)i-/i+i« 



A. 



8 
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** 



2 M ^ ,ï - 1 



1 

m; 



i 






d'où 



A, = - 



M, , 



MI M « 



? • 



tor2 M -*"' 



— 1 



2 M »? n 



iH"-»" 



d'où 



M, 




M,2d 

3 


M, 
M, 


M„_, 
M„ 


— =A, 


i M ' 


t 






A, — 


i 

m; 


i£ M « 


• 




/ij — 


M, M, 
M, M, 


y 





X\ 



*» = 



? 



m-,2 m -»- 



M, 



M, 



M t 2à 



M, M.-, 
Mi M„ 



»«— 3 



I 

M, 



M| M, 
M, M, 



M, M„-, 
M, M„ 



? 



«—3 



I 

M7 



M, M, 
M, M, 



2 



M. M„_, 
M 8 M» 



M, 

Mt M, 

M, M, 



o 



n-i 



M,2d 



M, M„-, 
M, M„ 



>«-« 



I 



M, Mi 
M, M, 



2 



M, M„_, 
M, M„ 



= A V +V- 



t 



»«-v 



d'où 



Ai = — 



i 

îvf 



M t M, 

M 2 M 3 



M, M s 
M, M, 



M, M 3 » 

M 3 M 4 
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3 7 



*• = 



M,2d 



M, M»-, 
M, M. 



,/* — 3 



M, M, 
M« M, 



2 



Mt M.-, 

M 3 M, 4 




©»— * 



Mi M, 
M, M 8 



M s M, 

M s M 4 




M t M„_, 
M, M„ 



,n— « 



1 

m; 



M, M, 
M, M* 



2 



M, M s 
M s M,. 




Mt M„_, 

M, M»-! 

Mj Mn-t 

M 3 M„ 



©»— 5 



© 



n-* 



M, M 3 
M, M 4 



2 



M, M t M»_, 



M, M, M»-, 
M, M* M„ 



= A '-£> 



I*-» 



d'où 



A,= 




Mj M 3 
M, M, 



i 



M, M, 
M, M 4 



M, M, M 3 
M, M, M 4 
M 3 M 4 M s 



On entrevoit la loi de formation des symboles ki et A/, que 
nous allons démontrer d'une manière générale. 
Appelons D£ le déterminant suivant : 






M, 

M;-4-l 



M/-H, M/ 



-*-* 



M/ 



+/>-i 



M 



4+p 



lVjj>^-i M/-4-J) . . . . 



M/+ t p- 



-hlp-t 



soit D" le même déterminant dans lequel on a remplacé, à partir 

i 

du bas, les éléments de la dernière colonne par les suivants : 

Mu. M w _i, M„_ 2 , ..., M/i— p+x» 



A. 



8 
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Appelons, comme toujours, D"(a£) le mineur correspondant à 

l'élément de colonne X et de ligne p.. 

Admettons que l'on ait trouvé la relation 



d'où 



(56) 



il viendra 



! V n« ©« -* 



-tp-*-l 



Hîfl ~ 



t P " l/»-l 



J_ y D" ©»-*/' 



= Aj/,+1-*- 



A I/ ,= 









*t 



A>-+-1 



*!/*-«- 1 — 



y D«5,«-t/^i 






-i- y d; ©«-«/» 



i" V 









1*11. 



b£{ b*^ 



£>/' n»-i 



Qn-ip— i 



mais on a les relations 






— b{5+i ( a p+i )» 



î 
Y" 



= b» +1 («f); 



d'où, en appliquant la formule (i4')> 



b£ D» 

1 2 



D(aJ*J) D<< + ,) 
D(ar«) D(af) 



— ^/M-l U p-l ' 



ÉQUATIONS LINÉAIRES ET LEURS APPLICATIONS. 



59 



il vienl donc 



— y D5 9" 



mp+i — 






-*p 



d'où 



(56') 






= A 



j/m-i 



S P ÎJH-1 



=?=D2 



DSI" 



Atn+l = — - 



D* Y"* 1 



*t 



/J+J 



Il viendra 



M/>4 t — 



? 



LVï)%» 



D p 
1* »p 



-*/» 



D'Y' 



«Ai^ 9 D'Y"*' 






5s 2 F 



7*1? 



û-J/>-l 



r-l + 



>S D£| 2 



D 



D* 



D" . D^+î 



1 1 «/»-»-»,, 7/H-1 t P+i 
Mais on a les relations 



« ■ » 



«-t/>— 2 



Dr l = D2 +1 (a!ag:{), .' D* = DJ! +J (a{«E5), 
' D»= D^,(ar«), "i>£{ = D» +Î (ar l ), 



d'où, en appliquant la formule (1 1'), 



7" 



D p 






D(a}<:j) D(«l«£}) 
D(ar 1 ) D(aÇ") 



= -D»; i (a})D» + ,(ar , <:?) = -D^,D^ 

r * I 



et, par suite, 



M/j+î — — 



D*^ 1 

* y *p + t 



2*1 ? n ~ tp - X 



Dpi A > p+,? 

\ p ïp+« 



= A 



i/»-»-î 



? 



ÎP-+-3 



6o 
d'où 
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Aj/H-J = — 



1 T\P+l 



1 n p+1 



ce qui démontre que la loi soupçonnée est générale. 

Nous avons supposé implicitement dans tous ces calculs 
qu'aucun des déterminants 



n'était nul. 



D p D p 
^pi ** p 

i i 



Nous avons donc les formules 

i\t 

&% P -i = 



( Dfîy 



D^}DS /D£} 



p-\ ~p 
1 1 



D p 



u p-i J \ u p-i 



A î; , = 



avec la notation 



i 



M, + , 



m 



D^JD? 



M/+t M 1+J 



Y' 







M/ + p 



M 



l+ï/^-2 



M/4-p-i M/^p M/_h p+ , 

Considérons l'opération symbolique A définie par l'égalité 

AM / =M /+1 ~M / ; 

il est facile de se rendre compte qu'en appliquant les propriétés 
élémentaires des déterminants on pourra écrire 

M/ M/+i M/+ t ... M^-i 



D p 



AM, 
A* M/ 



AM/+! AM,+ S 

A«M/+, A*IVW 



AP-*M/ AP-JM/+, A/>-iM lV j 



AM/H-p-, 
. A«M/ +P _| 

. A/'- 1 M/+/I-1 



M/ AM, A* M, 

A M/ A» M/ A» M/ 



... A/>-»M/ 
... MM,- 



AP-»M| Af>M, A#»+»Mi ... A«*-*M/ 
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- Sous cette forme, on reconnaît que D£ rentre dans la classe des 

déterminants étudiée au Chapitre II. 

Rappelons les formules obtenues à ce sujet 

(■7) (DW + ADjrî)DjT:US=l=D;(D^; + ADJ;î); 

cette formule devient, lorsque l'on y fait i = p, 

m 

07') (D^Î+ADp!)D^iA^-; =Dj(Dpî + 4D;:|), 

d'où, en divisant membre à membre et en posant 



6' - D * 



il vient 



(18) e;,= 






formule que nous utiliserons bientôt pour le calcul de 6^. 
Nous avons, par la définition même du symbole A, 






La formule précédente (17') devient donc 



1 ( -+■ 1 t i 1 ■+• 1 



ou, sous une forme plus commode pour le calcul, 

_i — '-*- 1 AA* 

Vp-i ..pi 
* 1-4-1 
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cette relation donne par récurrence 

r) p-i n /»-* 

*J p—l V /)— 3 '-^ , 

l' + l l-t-ï 

/-Hî '4-3 » A p-i 



D l D I 

D I ~ D 1 ,+,+•* ' 

i •+-/» — 3 i-t-p— î 

D « 

*-* 1 14-/» — î 

I4-/)-î 

d'où, en nuillipliant membre à membre celle série de relations, 
on a 

( 5 ?) id^M^-iAO^ie p p i l t \ e ■{:;... a * f. 

i 

La relation ci-dessus 

t\p n /»-» 

"/» u p-i 

1 * H- 1 

donne également par récurrence 

jyj-l pv p-t 

u p~i u p-% 

d p-« ~ n P-a a V-î» 

*->-* *^ p-Z l 

i i-¥-\ 

2^ '•+-* \ftP~* 

^P— 3 *-* J>-4 ' 

i i-f-j 



— — — - A6 3 

/ £4-1 



sr = D «' A9 ?' 
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d'où, en multipliant membre à membre, on a 
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(58) 



P? 



D^ 1 



= M I A8£_ I A8£:jA8£:*...A8î 



Les deux relations (57), (58), divisées l'une parl'autre, donnent 



(58') 



u p-i 

i 

u p-i 



/ I / I 



En particulier, on a 



(59) 





^V-i 


D p "î 




Y' 1 





M,Aejj t Ae^:}...A6f, 
1 1 1 



MiAÔ^j A82li...AÔÎ 
1 i_ 1 

MpAB'J., A8£:J...A8 f' 

1 2 p—\ 

M,A6J +1 A8* A8JIJ...A8} 
îii 1 



1 1 1 

M^ABJT 1 A8£_ t A8£:» 
1 î » r 



.A8f' 



formules d'où l'on déduit immédiatement les expressions de A 2 p_« 



el /Von« 



On peut en déduire également, par voie de récurrence, l'ex- 
pression de D£. 



11 nous reste à indiquer une méthode de calcul de l'expres- 



sion AO^ 1 . 

i 



Considérons la suite 



M/, M/+ i? M/.H5, M/+3, M/4-4, 



On a, par définition, 



8? = 



M, 



On aura donc, en divisant les termes de cette suite par le pre- 
mier, 

t fi* 8* 8* 8* 

i i °i » g i» °i> g i> • • • • 
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Effectuons l'opération symbolique A sur les termes de cette 

suite, on aura 

AB}, A8}, A6}, A8«, .... 

Or, la formule établie au Chapitre II et que nous avons rappelée 
plus haut donne pour/? == 2 

0î "Aer 

par conséquent, en divisant les termes de celte suite par le pre- 
mier, la suite deviendra 

r ft & B* fi 6 A 6 

Effectuons sur les termes de cette suite l'opération symbo- 
lique A, il vient 

A81, AG|, A6|, A6«, ..., 



et, comme on a la formule 



et = ^ 



A6| 
en divisant par AQ!j les termes de cette suite, on aura 

1 6* fi 5 fi 6 

1 y u 3» u 3> u 3» 

et ainsi de suite; on est donc en possession d'un procédé pour 
calculer l'expression A9£ +1 . 

Donnons maintenant quelques applications des formules que 
nous venons d'établir. 

I. Soit le développement suivant (') 

X X* X 3 



a H- X (aH-X)(a-h9.X) (a-hX)(a-HaX)(«-H3X) 



(a -h X ) (« -h '2 X ) (a -h 3 X ) (a -h 4 X ) 



(') Dans les développements que nous considérons, nous supposons tous les 
termes positifs; si les termes étaient alternativement positifs et négatifs, ce qui 
revient à changer x en ( — x), il est facile de voir que les valeurs obtenues 
pour A t , A +J seraient les mêmes que dans le premier cas, sauf le signe de A +l 
qui serait changé. 
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Considérons la suite 



(a -+- X). . .(a -+- iX) 



i 

(a-f- X)...(a-h i'X)[a + (i-t- i)XJ 



(a-t-X). ..[#-*- (*-t-i)X J [a-t-(i '-+- a)X] 



(an-X).. .[a-H(i-+- 3)X] 



? . 



En divisant par le premier terme, nous aurons les valeurs de 9f 



a-*-(i-*-i)X [a -f-(t-hi)X] [a-t-(i-*-a)X] 



[a -h(»-h i)X][a-t-(i-+-a)X] [a -+- (i-t- 3)XJ 

Effectuons sur les termes de cette suite l'opération symbolique A 
ainsi définie 

A8Î= 6f— 6?, 

la suite deviendra 

X 

[a4-(i + i)X][a + (t + a)X] 

aX 

[«H-(i-hi)X] [a -*-(*-*- 2 )X] [a -+-(*-*- 3) X]' 

3X 

[a-h(^-^-l)X]...[a-^-(t^-4)X] , 



Divisons par le premier terme pour avoir les valeurs de 9£, 

i 

a 3 

lj a + (i + 3)À' [a-h(iH-3)X][a-f-(i-+-4)X]' 

4 

• • • • • 



[a-+-(»-H3)X]...[a-t-(i'-H5)X] 
A. 
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Effectuons l'opération symbolique À, on a 



[a-h(*H-3;XJ[a^-(ï-+-4Mj 

3.2.X 

la-r-(t-+-3)Xj...[a-4-(t-h5)X] 

4.3.X 
[a-T-\i-t- 3;X]...[a-f-(ï-h6)X] 



En divisant par le premier terme, nous aurons les valeurs de Ô£ 

3.4 
3 1.* 

I — y ■ — — — - - ; — » 

a-h(t-f-5)X |a-h (* h- 5;X] [a -+- (t -h 6)Aj 

4.5 
1 .2 



[a-h(tH-5)X]...[a-f-(t'-+-7)Xj 

l'opération symbolique A donne 

3X 



• • •> 



[a-+-^*-+-5;XJ [a-t-(i-hù)A\ 

3 .4 «X 

[a -h (H- 5)XJ. . ,[u-h(i h- 7)XJ 

*i «4 • 5 ^ 
1.2 



[ a -h ( i H- 5 jX ] . . . [a ■+■ ( t -h 8 ) X J 

On reconnaît la loi qu'il serait facile de vérifier 

i p [a + (tV -i/> — i)X]fa-+-(i-f- ^)XJ 

Nous avons donc 

AQ „_ = (/» — !)* ; 

i"" 1 [a-h(a/? — 2)X][a-h(2p — i)XJ 

Ae*- = iP ~ 2)X , 

i*"* [a -+-(*/> — 4)^][* + (V — 3 A1 

••• > 

2X 



ao» — 

i f (a-i-4X)(a-+-5X) 

AO» = 

i 1 (a-+-2X)(a-+-3X) 

M, = — î^r. 
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i p l [a-h(2/> — 2)X] [<i-h(2/> — i)X]' 



A6« = - 



</>-*)* 



[a -+-(•!/> — 3) X] [a-+-(a/> — a)X] 

2X 



A | = 

j»-i [a -h (/?-+-i)X][a-+- (/> -4- 2)XJ 

10 = , 

p-\ (a + /)À)[a + (/) + i)À)] 



M,, = 



(a-hX)(a-H2X)... [a -*-(/> — i)X](a -+-/>X) 
On aura donc, par l'application des formules 

Xp-hX 









d'où 



D- 



D£ 



= (- ry 



-1 



(a + )i)îHi\ 



(a-+-f>X)*-i'\ 






Il en résulte 



A t/ ,_ t = (-!)/>-' 



(a-i-X)»p-nX 
X^-nX( a _ hi? X)p-i'X 

(a-f-X)/'-»* 



= (-i)/>-i[a-+-(2/>-i)X] 



A,, = (-i)* 



Xp-hX 

, " + "x/ • 



• = (— i)/>(a-t-2/>X) 



(a -4- X )*/>-» i>. 
Xp-iD. 



(a-+-xyx 



-«-"(■*A)7T^7"- 



Considérons en particulier la série 



6 7 



€ x = H 1 1 r 

I 1.2 1.2.3 
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Effectuons Topera lion symbolique A, on a 

a 

[ a -h ( i -+- 3 ) X ] [ a -h ( i -+- 4 ) X J ' 

3.2.X 

"~~ [a- r (t- h 3)XJ...[a^-(t-+-5)XJ , 

4.3.X 
1 1_ , 

[a+Xi-h 3;X].. .[a-h (in- 6)XJ 

En divisant par le premier terme, nous aurons les valeurs de Q£ 

3.4 

3 i .2 

a -\-(i-h 5)\ \a-T- (i-h j)X] [a -+- {i -+• ti)XJ 

ill 

1.2 



r 


[ a -h ( * -+■ 

opératiôn symbolique 


5)Xj. . .[a -h(* -+- 

A donne 
3X 


7AJ 




[an- 


3 .4 «X 


+ 6;À]' 






(*-i- â)Xj. . .[a -+- 

1.2 


(«'-+■ 7MJ ; 




[a-i- 


(i-h 5 ;X ]...[« •+■ 


(*'-<-8)XJ 



On reconnaît la loi qu'il serait facile de vérifier 

1 [a-h (*-+- -i/? — i)X] fa -h u-f- j»./> ) X J 

Nous avons donc 

Aej_, = ( *- ,)X ,- ; 

1 [a-+-(a/> — 2)X][a-4-(2/? — i)a] 

Ae ^-i = (P —*)* 

i p ~* [a -h (2/? — 4)X] [a -+- (2/? — 3)X] ' 

• • • » 



1 (a -+■ 4X)(a-+- 5X) 

A0î = *_ 

i 1 (a-t-aX)(a-H 3X) 

M, = — L_, 

a -i- A 
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t p ~ l [a-+- (a/>~2)X] [a -4- (a/? — i)X] 

A6 /'-> = (/>-*)* 

/ * [ a -h(2/> — 3)X][a + (2/> — 2)X]' 

•••• • , 

ie» = î* , 

p— 1 [a-+- (/>-+- i)X] [a-f- (/> -h 2)XJ 

A 6 ? = , 

p-i (a -+-/?X;[a-+- (jo-f-i)X)] 



M„ = 



(aH-X)(a-t-2X)...[a-*-(/? — i)X](a-r-/>X) 
On aura donc, par l'application des formules 



u p-i 







d'où 








Il en résulte 




Ai p - 





= (-i)/>-i[a-f-(2/>-i)X] v X/> ; [X — 

( a \ p—Ui 
X/>-llXf a .4_( /? -4-l)X]A>'>' 



A»„ = (- 0* 



• = (— $)P(a + *p\) 



(a -+- X )V-i i* 
Xp-iD. 



(a-+-Xy»'X 



-'-K^)^*- 



Considérons en particulier la série 



x T* x* 

1 1.2 1.2.3 



05 
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Il suffit de faire, dans les formules ci-dessus, 




a = o, X = i, 


d'où l'on a 


m 




A, P -t = (-i)/>-'(a/>-i), 




A tp =(— 1)*2; 


on a donc 


* 




X 

i* x — t _t 




X 

1 1 _., . _ 




1 ~T~ ""' 

X 




■ — 2 ■+" 


• 


X 




4 ~1~ 

^ 1 ■ 

• 


Pour x = - 

2 


> on trouve 



<?*= 1,6487, 

valeur exacte jusqu'à la quatrième décimale. 

Pour x = i,ona 

106 

valeur approchée à o,ooo3 près. 
Pour x = — 1, on a 

«-«-î-îç =0,3678, 

valeur exacte jusqu'à la quatrième décimale. 



IL Considérons comme second exemple le développement 

x x 2 



(fl + \)(a+ 2X)...[an-(A:-4-i)X] (a -t- 1\). . .[a-t- (k -r 2)\] 

(aH-3X)...[an-(*-t-3)X] 



En suivant la même marche que précédemment, on est conduit 



I 
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aux formules 

_ (a -t- X)p-*'* (a + A)*-"/*-* 1 * 

,p_1 " [{k + i)\]P-*& Xp-hX [a ■+■ (k -+-/>)X]p-i* 

{ a -+- XV-ift (a -4- X )*+p~«iX 



= [a-*- (À:-t-2/> — i)X] 



[(*-+- i)X]P-i'Up-t'* 



A = [(Xr-f-QXp-^Xp-iata-t-t^^-^-hQXjP^ 
** ~ (a-^X)*+»P-»^(aH-X)P^ 

r tu x*i [a-hi)X|l»-t'XXP-«'X 



(a-hX)p'*(a-t-X)*+pft 



considérons en premier lieu le développement 

¥ . a? J?» ar 3 3* 



I m • m • 



Il faudra faire, dans les formules qui précèdent, 

a = o, X = i, A: = o, 
d'où il rient 

Ai/,-1 = a/> — 1 , A, p = - , 

donc 

L(i-f-a?)= 



T 

H 



X 
"2 



3-» 



n 



5 h. 

2 



Pour # = 1 , on trouve 

L2 = — =0,69312, 

valeur exacte jusqu'à la quatrième décimale. 
Pour x = 2, on a 

L3== 5î =I, ° 98, 
valeur approchée à 0,00 1 près. 



I 
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Considérons en second lieu le développement 

x* x* x 1 
arc tangx = x 5~ ~*~ T T" 4 "*** 

«j J y 

qui donne par un changement de variables 

arc tang v/f y y* y* 

— ^— -.-3 + 7 -y+.... 

Il faudra faire, dans les formules qui précèdent, 

a = i, X = 2, £ = o, 
d'où il vient 

( 3/1-111 >î (<2/>-ll*)* 

A, P -i = - (4/> - l) (^.my > A sp = - (4/> ■+- 1 ) ^-iltjî 

On trouve ainsi 

arc tang^yC y 

_-_ldL s- , _, : 

vV -3+- V 



5 

9^ 63 



4 i 



9.5 

Pour x = i, on a 

arc tang i = o,7855, 

valeur exacte jusqu'à la quatrième décimale. 



Pour x = -y on trouve 
i 



arc tang m/ 



^ 



r — = 0,87043, 



valeur approchée à 0,00001 près. 



III. Considérons enfin comme dernière application le dévelop- 
pement 
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En suivant la même marche que précédemment, on trouverait 

A tp - 1 = <-i)'- l <v-ir — ^n — > 

mPH 
A,, =(—1)^2 



(m — i)p«-" 
En particulier, pour /w = -> on trouve 

A lp _i = 2, A Sp =.2, 

c'est-à-dire 



y/|-+-a7== l-f- 



formule bien connue. 

De même, si Ton pose x = — et si Ton fait tendre m vers Tin- 
fini, on trouve 

lim À,p-s = (- 1)/»- 1 (2^ — 1) — , 
limAjp = (— \)Pim, 

et, en prenant^ comme variable indépendante, on a 

A 2/ ,-i=(— O^KV-O» A ip =(— i)**, 

valeurs que nous avons déjà trouvées dans le cas de e* qui est pré- 
cisément égal à la limite pour m = oo de (i + — ) 



m 



Les formules (54 f ), (54")> (54 w ) procédant suivant les puissances 
croissantes de j', on peut les transformer en fractions continues 
au moyen des formules données précédemment. 

En particulier, la formule (55), donnant la raéine a de l'équa- 
tion ç(x) = o, deviendra, en se bornant aux trois premiers 
termes, 



a = x ■+- 



dv 

i 

dx 


-+■ 


d*o 
dx* 

dx 
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Appliquons cette formule à la recherche de la racine minima 
de l'équation 

© (x) = sinar = o t 



7T 



nous savons que la valeur exacte de cette racine est-, et nous" 
prendrons comme valeur approchée 

x' = 0,52011, 

à laquelle conduiraient les méthodes données au Chapitre précé- 
dent. On a 



d'où 



(È) x .= cosa? ' = °' 86777 ' 

(^X. = - silKF ' = 7 > 49697 ' 

<p(.r') = sinar' — o,5 = — o,oo3o3, 



o,oo3o3 . 

a = 0,0201 i —- — - — = o,5236o5, 

-0,86777 + ?iûoioio f 496»7 



a 0,86777 
valeur exacte jusqu'à la cinquième décimale. 

Les calculs précédents ont été faits avec les Tables de M. Vassal 
(Gauthier- Villars et fils). 



VIII. — Les équations différentielles à coefficients constants. 



Considérons en premier lieu une équation sans second membre 
d n y d n "" l Y dy 

(6o > d£ + r t d^+--- + t }n - 1 d*+M = -' 

En dérivant * fois de suite, il vient 

dx~^i " 4 ~ /?1 dx*+*-i ^ ' ' ' " h ^" 1 5^TT +P» dx~i = °- 
On voit par là que , n ^ ( est un symbole dont nous avons donné 
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expression générale (formule 35) 

d n + l y __ ^ ^ d n ~^y 



à=i 



Si donc, pour une'valeur de la variable x, nous nous donnons 
les valeurs correspondantes de ^ et de ses (n — i) premières dé- 
rivées, la formule précédente donnera pour cette même valeur 

de x l'expression de -7 — =£ • 

Or la formule de Taylor nous donne 



d'où il vient 



9 

a 



(6 ° '-Mdx^)~a\—^— + 2i K *« .-<" \> 

X=l L i=0 J 

en observant que 

Les conditions initiales sont ainsi nettement indiquées. 

Considérons plus particulièrement le coefficient de ( , n _ x \ 

qui constitue une solution particulière lorsque, pour x = a, y et 
ses (/i — 2) premières dérivées ont des valeurs nulles. 
Celte solution s'écrit 



9 
a 






~ ,/»-iti I ' "*" ^ A "+< n'-*-iu 



Soit l'équation différentielle 



y = 0. 



A. 10 
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dont l'équation caractéristique 

<p(#) = X 1 X I = o 

a déjà été considérée par nous (p. 37). 
La solution particulière ci-dessus devient 



= (a? — a)j 



x — a 9.(x — a)* 

1 2.3 

3(x. — a) 3 5(x — 



2.3.4 



x — a)* %(x — a)* "| 

.3.4-5 a.3.4«5.6 " " J ' 



les coefficients des numérateurs étant donnés par la relation 
récurrente 



Considérons, en second lieu, une équation différentielle dont 
l'équation caractéristique ait toutes ses racines égales à a. 
Nous avons trouvé dans ce cas [formule. (22)] 



«/-MU 



La solution particulière ci-dessus devient 



r = 



i«-iu \ ^é 1/+111 I 

(x — a) n ~ l f a(x — a) a*(x — a) 1 a*(x — a)' "1 

i"- 111 L l ,<2 1.2.3 j 

(x — a) n ~ l 



«-il 1 



e aix—a) t 



Si nous avions considéré l'équation aux différences 
nous aurions trouvé, comme ci-dessus, 

X=i 
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Or, en appelant y m la valeur correspondanle à x -h m Aj?, on a la 
relation connue 



1 = 

d'où il vient 



X = n / iz=m 

,/4-Xl-l 



(62) ^-.=2** «M "T^ÔT + 2à A " +/ "P^T 



A=l \ 1=0 



Considérons une équation différentielle avec second membre 
d n y d n ~ l y dy 

Appelons, pour simplifier, z n +*i z n+2 , *« + 3, ..., Sn+i les déri- 
vées successives de z nj et z n _ iy z n _2 9 . .., z 2i z^ z les (onctions 
définies par les relations suivantes : 

y = <*o, 

dy 
d*y dy 

•••• •• • • • » 

d*y d n ~ x y dy 

d n ~*~ l y d a y d n ~ l y dy 

d^^ Pi d^ +p *d^+ +p» - d x =5fl+ " 



dn+iy dn+l~ly d l y. 

d&ïïi "+" P* dx»+i~t "*" ***!& =*«+/, 

C'est un système d'équations analogue au système (19a); on 
tire donc 

* = ««+•/ 

5^rf7 = 2 *«+/-*]£ (— V />X, />X, • • • />\> 
A=o 

À | -4" À 1 -+- • . « -\r A y S= A* 

ou 

k = n + i 

d n +ty _ 
dx n +* " 



Zj Ai^.j **+/-*• 



* = 
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Remarquons que, pour la valeur initiale x = a, tous les se- 
conds membres sont connus; on connaît donc également -y-^7 

pour cette valeur initiale, et il n'y a plus qu'à appliquer la for- 
mule de Taylor 

(63) ( _/ =p ~ l 1 



*=0 



Rappelons la formule (29'), d'après laquelle les symboles A^ +A _ t 
sont obtenus directement par le développement de la fraction 



I -hpiX-h piX*-*r, . . 



La formule (63) constitue la solution générale de l'équation 
différentielle proposée; elle renferme, en effet, n constantes arbi- 
traires, savoir 

(-2o)x=a> \*\)x=-ai •••> \*n~ \Jx-w 

« 

On sait que cette solution générale peut se mettre sous la forme 

Y étant la solution générale de l'équation différentielle lorsqu'on 
fait abstraction du second membre et y étant: une solution parti- 
culière de l'équation proposée. 

Nous allons déterminer une solution particulière qui se pré- 
sente sous une forme très simple et d'une interprétation facile. 

Considérons le système infini d'équations 

d n y d n ~ x y dy 

d n + x y d n y d n ~ i y dy 

d&zi •+■ i»« d^ti + p* as? + H "'*S? =*»■«. 
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Multiplions respectivement ces équations par les coefficients indé- 
terminés 

^1» Xj, X3, • • • t 

choisis de manière à satisfaire aux relations suivantes : 

' O —Pn-l^i^-Pn Xj, 

m 

O =/>n-î^l -+-/>/»- 1 Xj -)-pn. X 3 , 



En additionnant les équations ainsi multipliées, on trouve 

or la comparaison du système de relations ci-dessus avec le sys- 
tème (26") conduit à poser 

X— A- 1 ■ 

d'où 

X t = A«I,= i. 

On a donc la formule simple 

f = «e 

(63') p n y = ^ A-l,., zn+t-i. 

t= 1 ■ 

D'après la formule (29''), les symboles A~ l +i _ 2 seront donnés par 
le développement de la fraction 



1 



Pn Pn Pn P* 



~ ^^^n+i 37 + • 



Si donc on a 



p*+Pn-{* -*-p n - t x*-h. . .-f-/>i a?*- 1 ■+■ x* 

= <2q-+- «i x -+- ajaf'-f- a%x* -+-. . . , . 
on aura 

(63*) j^ = a z n -\- a t *m+i-h a t z n+t -h . . . = \ a* ««+/. 

Telle est la formule que nous voulions établir et qui n'est, évi- 
demment, susceptible d'applications que si la série obtenue est 
convergente. 
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En particulier, si z n est un polynôme entier de degré 1, la série 
ci-dessus sera limitée, puisque, au delà du terme z n +i> les termes 
sont tous nuls; la formule (63") est donc applicable. 



En considérant l'équation aux différences 
on aurait trouvé de même 



*=/ 



A '> =2 A «4-*-| -»/-*! 



A = 



z , z { , . .., z n _ t représentant des fonctions dont on connaît les 
valeurs initiales; 3„ +l , z„+ 2 i ••• les différences successives de z n . 

. En remplaçant dans la formule 

i=m 
1 = 

il vient 

i=m k=i 

(64) ym=2à "î 7 "»" 2d A i+*-i (*'-*)• 

«=o *=o 

pour la solution générale; quant à la solution particulière, on 
trouverait, comme précédemment, 

(6-1') Pu .Tu =2 A^i,-_, *„+/-|. 



Nous dirons un mot, en terminant, des méthodes proposées 
par Wroriski pour la résolution des équations différentielles quel- 
conques, méthodes qui, à proprement parler, ne sont que des 
moyens d'obtenir une plus grande approximation lorsqu'on a une 
solution suffisamment approchée. 

Rappelons la formule (5/f')> °i ue nous énoncerons ainsi : 

Soit une équation 

o(x) = o. 
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et a une solution de cette équation, de telle sorte que 

<p(a) = o; 



on a 



(65) 



) ** ' <*<p(*) 



= F(x) ?( *° dF(x) i ?(a?) ^ F(a?) 



û?Cp(iP) I.'2 



dv(x) 



Il est évident, a priori, que le second membre sera d'autant 
plus convergent que x sera plus rapproché de a; car pour x = a 
la relation se change en une identité 

F(a) = F(a). 

Il faut donc connaître une valeur suffisamment approchée, et, 
en outre, se rendre compte que les formules établies peuvent être 
acceptées dans cet intervalle. 



Wronski fait alors la généralisation suivante : 
Soit 

<p(,r) = o 

une équation quelconque dans laquelle y est une fonction incon- 
nue de x. 

On peut appliquer la formule précédente en prenant comme 
solution approchée non une valeur de la variable indépendante, 
mais une fonction de x voisine de la solution inconnue y. 

Soit w cette solution approchée; la formule ci-dessus devient 



(66) { d ^ W) , 

-Vt m \ ?(«*■) dF(w) , ?(«>)' cPF(w) 

Il est visible que le second membre sera d'autant plus conver- 
gent que w sera plus approché de y\ car, pour w=y, on a 
l'identité 

F(.r) = F(.r). 
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On devra, en outre, se rendre compte que les formules em- 
ployées sont bien valables dans l'intervalle que Ton considère. 

La formule du changement de variables (52) fait connaître 

r . d*F(w) c . , d k ¥(w) rf*?(w) 
1 expression ' k en fonction de zz^— et — T __^ ■ 

dy(tv) dw dw 

La même formule du changement de variables donnera — ^ — 

dw 

t d*o(w) c . , d*F(w) d*v(w) d*(w) ,, . . 
et — I -V- i en fonction de V-> — I — ; — » — ^-r 1 * dérivées qui 

dw* <& dx k dx M 

sont toutes connues, dès que w est une fonction connue de x. 



La formule (66) procédant suivant les puissances croissantes 
de <p(#), Wronski propose, en dernier lieu, de la réduire en 
fraction continue en appliquant les formules précédemment don- 
nées. En s' arrêta ni à un terme quelconque de ce nouveau déve- 
loppement, on obtient ce qu'il appelle les différents progrès de la 
génération de F(y). 

Ces progrès ne sont autre chose que des fractions à termes finis 
représentant la fonction cherchée F(jk) dans l'intervalle consi- 
déré avec une approximation généralement croissante. 



On trouvera des applications de ces méthodes soit dans une 

série d'articles publiés par M. West dans le Journal de Liouville 

{Exposé des méthodes générales en Mathématiques, d'après 

Wronski), soit dans un article publié par M. Marchand dans les 

Annales de l'École Normale supérieure (Sur le changement 

de v>ariables). 
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